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GĠRĠġ 

 

Mövzunun aktuallığı və iĢlənmə dərəcəsi. Təbiətşünaslığın bir sıra 

problemlərinin riyazi modelləri diferensial və inteqro-diferensial tənliklərlə təsvir 

olunur. Elə proseslər mövcuddur ki, onları xarakterizə edən parametrləri bilavasitə 

ölçmək olmur və lakin bu parametrlər haqqında oblastın müəyyən nöqtələrində və 

yaxud oblastın özündə və ya diferensial tənliyin təyin olunduğu oblastda və ya 

oblastın müəyən hissələrində tənliyin mühüm parametrlərin orta qiymətləri məlum 

olur. Belə məsələlər qeyri-lokal şərtli diferensial tənliklərlə təsvir olunur. Belə 

məsələlər ətraflı şəkildə A.M. Naxuşevin [5,6] kitablarında şərh edilmişdir və bu 

məsələrin meydana gəldiyi konkret sahələri göstərmişdir. Akademik A.A. Samarski 

[7] məqaləsində qeyri-lokal şərtli məsələlərin meydana gəldiyi atom fizikasından 

çoxlu məsələlərin tədqiqatına ehtiyac olduğunu qeyd etmişdir. Qeyri-lokal şərtli 

sərhəd məsələlərinin mexanikanın və fizikanın müxtəlif sahələrində meydana 

gəldiyindən belə məsələlər üçün optimal idarəetmə məsələrinin qoyulması və tədqiq 

olunması vacib məsələlərdəndir. Qeyd edək ki, [20,21] işlərində qeyri-lokal şərtli 

məsələlər ilk dəfə tədqiq olunmuşdur. Müasir dövrdə həm qeyri-lokal şərtli sərhəd 

məsələləri, həm də belə sərhəd məsələləri ilə təsvir olunan optimal idarəetmə 

məsələləri aktiv tədqiq olunur.Son illər diferensial və inteqro-diferensial tənliklərlə 

verilən qeyri-lokal sərhəd məsələləri [11,13,14,16,17,22-36,39-41,48,50-52] işlərində 

tədqiq olunmuşdur. Belə məsələlərlətəsvir olunan optimal idarəetmə məsələlərinə [1-

3,8,9,12,15,18,19,37,38,42-46] işlərində baxılmışdır.  

Tədqiqatın obyekti və predmeti. Dissertasiya işində impuls təsirli qeyri-lokal 

sərhəd şərtli adi diferensial və inteqro-diferensial tənliklər və onlarla təsvir olunan 

optimal idarəetmə məsələləri tədqiq olunmuşdur. 

Tədqiqatın məqsəd və vəzifələri. Dissertasiya işinin əsas məqsədi qeyri-lokal 

şərtli və impuls təsirli diferensial və inteqro-diferensial tənliklər sisteminin tədqiq 

olunmasından və onlarla təsvir olunan optimal idarəetmə məsələlərinin 

araşdırılmasından ibarətdir. Dissertasiya işinin məqsədi müxtəlif tip qeyri-lokal şərtli 
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və impuls təsirli difedensial və inteqro-diferensial tənliklər sisteminin həllinin varlığı 

və yeganəliyi üçün kafi şərtlər və optimalləq üçün zəruri şərtlər tapmaqdan ibarətdir. 

Tədqiqatın metodları. Dissertasiya işində diferensial tənliklər və optimal 

idarəetmə nəzəriyyəsinin metodlarından istifadə edilmişdir. 

Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar 

 Qeyri-xətti impuls təsirli diferensial tənliklər sistemi üçün qeyri-lokal 

sərhəd şərtli məsələlərinin həllinin varlığı və yeganəliyi üçün kafi şərtlər 

tapılmışdır. 

 Qeyri-xətti impuls təsirli inteqro-diferensial tənliklər sistemi üçün qeyri-

lokalsərhəd şərtli məsələlərinin həllinin varlığı və yeganəliyi üçün kafi 

şərtlər tapılmışdır. 

 Qeyri-xətti impuls təsirli diferensial və inteqro-diferensial tənliklər 

sistemlərinin məsələnin ilkin verilənlərindən kəsilməz asılılığı 

araşdırılmışdır.  

 Qeyri-lokal şərtli və impuls təsirli diferensial və inteqro-diferensial 

tənliklər sistemləri ilə təsvir olunan optimal idarəetmə məsələlərində 

varyasional bərabərsizlik və Potryaginin maksimum prinsipi şəklində 

optimallıq üçün zəruri şərtlər tapılmışdır. 

Tədqiqatın elmi yenilikləri. Dissertasiya işində öyrənilən sərhəd məsələləri 

ekvivalent çevirmələrin köməyi ilə inteqral tənliyə gətirilmişdir. İnteqral tənliyin 

sağ tərəfinə operator kimi baxılaraq operatorun operatorun tərpənməz nöqəsinin 

varlığı üçün kafi şərtlər tapılmışdır. Nəticədə sərhəd məsələsinin həllinin varlığı 

və yeganıliyi üçün teoremlər isbat edilmişdir. Qeyri-lokal sərhəd məsələləri ilə 

təsvir olunan optimal idarəetmə məsələri üçün Pontryaginin maksimum prinsipi 

və variyasional bərabərsizliklər şəklində optimallıq üçün zəruri şərtlər 

tapılmışdır. 

Nəzəri və praktiki əhəmiyyəti.Dissertasiya işində alınmış nəticələr nəzəri 

xarakter daşıyır və praktiki xarakter daşıyır. Bu nəticələr qeyri-lokal şərtli tətbiqi 

məsələlərin və optimal idarəetmə məsələlərinin həllində istifadə oluna bilər. İşdə 
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istifadə olunan sxemlər başqa qeyri-lokal şərtli sərhəd məsələlərinin tədqiqində 

istifadə oluna bilər. 

ĠĢin aprobasiyası. Dissertasiyada alınmış nəticələr Bakı Dövlət Universitetinin 

seminarlarında (rəh. AMEA-nın həqiqi üzvü, prof. M.F. Mehdiyev), Respublika Elmi 

konfrasnsı (Şəki, 2016),“Riyaziyyatın nəzəri və tətbiqi problemləri beynəlxalq elmi 

konfransı”(Sumqayıt, 2017). “8-ci Diferensial və Funksional Tənliklər beynəlxalq 

konfrans” (Moskva, 2017), “Analiz və Tətbiqi Riyaziyyat” beynəlxalq elmi konfrans 

(Mersin, Türkiyə, 2018), Beynəlxalq elmi-praktik konfrans (Qroznı,2018) müzakirə 

edilmişdir. 

  Dissertasiya iĢinin yerinə yetirildiyi təĢkilatın adı: 

 Dissertasiya işi Gəncə Dövlət Universitetində yerinə yetirilmişdir. 

 Dissertasiyanın sturuktur bölmələrinin ayrılıqda həcmi qeyd olunmaqla 

dissertasiyanın iĢarə ilə ümumi həcmi. 

Dissertasiya işi girişdən, iki fəsildən, nəticə və 52 adda ədəbiyyat siyahısından 

ibarətdir. İşin ümumi həcmi: 236928 işarədir (titul səhifəsi 308 işarə, mündəricat 

4620, giriş 50000 işarə, I fəsil 120000 işarə, II fəsil 65000 işarə) 

 İndi isə dissertasiyanın qısa məzmununu şərh edək. Dissertasiyanın birinci fəsli 

qeyri-lokal şərtli diferensial və inteqro-diferensial tənliklərin həllinin varlığı və 

yeganəliyini təmin edən kafi şərtlərin tapılmasına həsr edilmişdir. Birinci fəslin ilk 

paraqrafında aşağıdakı sərhəd məsələsinə baxılmışdır: 

  ....,,2,1,,,0)),(,()( pittTttxtftx i                         (1) 

impuls təsirli diferensial tənliyinin 

    BdttxtnAx
T

 
0

)0(                                 (2) 

qeyri-lokal sərhəd şətrlərini və 

pitxItx iii ...,,2,1)),(()(                           (3) 

impuls şərtlərini ödəyən həllinin varlığı və yeganəliyi məsələsini tədqiq edək. 

Burada Ttttt pp  110 ...0 qeyd olunmuş nöqtələrdir,  nxnRA  verilmiş 

sabit matrisdir,    nnRtn  -verilmiş matris-funksiyadır və ,0det N burada
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 dttnAN
T


0

,   nn
i

nn RRIRRTf  :,,0: verilmiş funksiyalardır,

)()()(   iii txtxtx , burada )()(lim)(),(lim)(
00

ii
h

ii
h

i txhtxtxhtxtx 
 







uyğun olaraq  tx  funksiyasının 
itt  nöqtəsində sağ və sol limitləridir. 

 Qeyd edək ki, (1)-(3) sərhəd məsələsi kifayət qədər ümumi məsələdir. Bir çox 

sərhəd məsələləri ondan xüsusi halda alınır. Onların bəzilərini qeyd edək. Məsələn, 

1). EA  ,   tn olduqda (1)-(3) sərhəd məsələsi başlanğıc məsələyə, yəni Koşi 

məsələsinə çevrilir; (burada E ilə nxn ölçülü vahid matris,  ilə isə nxn ölçülü sıfır 

matris işarə edilmişdir). 

2). A  və   tn  olduqda alınan sərhəd məsələsi inteqral tipli sərhəd məsələsi 

adlanır. 

Qeyd edək ki, A və  tn  matrislərinin digər şərtləri ödəməsi hallarını da baxmaq olar. 

Aşağıda istifadə ediləcək bəzi tərif və köməkçi faktları qeyd edək.   nRTC ;,0  ilə 

 T,0  parçasında təyin olunmuş kəsilməz n -ölçülü  tx vektor-funksiyalar fəzasını 

işarə edək. Aydındır ki, bu fəza banax fəzasıdır və burada norma  

 
,)(max

,0
txx

T
  

kimi təyin olunmuşdur, burada -ilə nR -evklid fəzasındakı norma işarə edilmişdir. 

  nRTPC ,,0 -ilə aşağıdakı xətti fəzanı işarə edək: 

        ,,,)(;,0:,,0 1
n

ii
nn RttCtxRTxRTPC  ;...,,1,0 pi  burada )( 

itx  və 

)( 
itx pi ...,,2,1 vardır və sonludur;  )}()( ii txtx 

. 

Aydındır ki,   nRTPC ,,0  xətti fəzası banax fəzasıdır və burada norma 

aşağıdakı kimi təyin olunmuşdur 

  
 .,...,1,0,max

1,
pixx

ii ttCPc




 

(1.1)-(1.3) sərhəd məsələsinə aşağıdakı kimi tərif verək. 

 Tərif. Fərz edək ki,   nRTPCx :,0  funksiyası aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

a). Istənilən   ,...,,2,1,,,0 pittTt i  üçün 
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))(,()( txtftx  ; 

b). itt  pi ,...,2,1 Tttt p  ...0 21
üçün 

));(()()()( iiiii txItxtxtx    

c).   nRTPCx :,0  funksiyası (2) sərhəd şərtini ödəyir; 

burada 

)()()( iii txtxtx    

işarə edilmişdir. 

Lemma 1. Fərz edək ki,   nRTCy ;,0 və 
n

i Ra  , pi ,...,2,1  verilmişdir. Onda 

 tytx )(                                                   (4) 

diferensial tənliyinin 

;)()( iii atxtx  ,...,,2,1 pi  ,...0 21 Tttt p                      (5) 

impuls şərtlərini və 

    BdttxtnAx
T

 
0

)0(                                                      (6) 

sərhəd şərtini ödəyən yeganə   nRTPCx :,0 həlli vardır və bu həll  

 ,, 1 ii ttt pi ,...,1,0  üçün  

k
tt

i

T

attKdytKBNtx
i




 
00

1 ),()(),()(                             (7) 

formulası ilə verilir, burada 

 

 


























.,

,0),(

),(
1

0

1

TtdnN

tdnAN

tK
T

t

t





  

işarə edilmişdir. 

İsbat edilmişdir ki, (1)-(3) sərhəd məsələsi 




 
P

i
iii

T

txIttKdssxsfstKBNtx
10

1 ))((),())(,(),()(  
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inteqral tənliyinə ekvivalentdir. 

Bu paraqrafın ilk əsas nəticəsi aşağıdakı kimidir. 

Teorem 1. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənilir: 

(H1) Elə 0M  ədədi vardır ki, istənilən  Tt ,0  üçün və istənilən 
nRyx ,  

üçün 

yxMytfxtf  ),(),(  

bərabərsizliyi doğrudur; 

 (H2) Elə pili ,...,2,1,0  sabit ədədləri vardır ki, istənilən 
nRyx , üçün 

yxlyIxI iii  )()(  

bərabərsizliyi ödənilir; 

Bundan əlavə, əgər 

1
1









 



p

k
klMTSL  

bərabərsizliyi ödənilərsə, onda (1)-(3) sərhəd məsələsinin yeganə həlli vardır, burada 

S   sabiti aşağıdakı kimi təyin olunur, burada .),(max
,0

stKS
Tst 

  

Bu bölmənin ikinci əsas nəticəsi Şauferin tərpənməz nöqtə teoreminə 

əsaslanmışdır və (1)-(1) sərhəd məsələsinin həllinin varlığı haqqında teoremin 

isbatına həsr olunmuşdur. 

 Teorem 2. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənilir: 

 (H3)   RRTf n ,0:  funksiyası kəsilməzdir və elə 01 N  ədədi vardır ki, 

istənilən  Tt ,0  və 
nRx  üçün  

1),( Ntxf   

bərabərsizliyi ödənir; 

 (H4) 
nn

k RRI : funksiyası kəsilməzdir və elə 02 N  ədədi vardır ki, 

istənilən  
nRx  üçün  

 
2

,...,2,1
)(max NxIk

Pk



 

bərabərsizliyi ödənir; 
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Onda (1)-(3) sərhəd məsələsinin  T,0  parçasında ən azı bir həlli vardır. 

(1)-(3) sərhəd məsələsinin həllinin sərhəd şərtlərinin sağ tərəfindən kəsilməz 

asılılığını təmin edən kafi şərtlər verək. Bunun üçün aşağıdakı kimi sərhəd 

məsələlərinə baxaq: 

  ,...,,2,1,,,0)),(,()( pittTttxtftx ijj                          (8) 

    ,2,1,)0(
0

  jBdttxtnAx j

T

jj                                   (9) 

....,,2,1)),(()()( pitxItxtx ijiijij                         (10) 

 Teorem 3. Fərz edək ki, (H1) və (H2) şərtləri ödənir və bundan əlavə .1L

Onda ixtiyari 
nRBB 21,  üçün və (8)-(10) sərhəd məsələlərinin uyğun 21, xx  həlləri 

üçün aşağıdakı qiymətləndirmə doğrudur: 

      .1 21
11

21 BBNLtxtx  
 

(1)-(3)  sərhəd məsələsi ilə yanaşı  aşağıdakı kimi implus şərtli sərhəd məsələsi üçün 

də araşdırılmışdır: 

    ,, txtFtx   ,,0 Tt ,itt  ,...2,1 pi                             (11) 

      ,0
0

 

T

BdttxtnAx                                             (12) 

     .,...2,1, pitxJtx iii                                       (13) 

Fərz edək ki, (11)-(13) impuls təsirli məsələsində ilkin verilənlər aşağıdakı şərtləri 

ödəyir. 

(H1
1
) Elə 0M  ədədi vardır ki, istənilən  Tt ,0  üçün və istənilən 

nRyx ,  üçün  

    yxMytFxtF  ,,  

bərabərsizliyiödənilir, 

 12H Elə pili ,...,2,1,0  ədədlərivardırki, istənilən
nRyx , üçün 

    yxlyJxJ iii   

bərabərsizliyi doğrudur. 

Yuxarıda göstərmişik ki,  
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1
1









 



p

i
ilTMSL  

munasibəti ödənərsə, onda (11)-(13) sərhəd məsələsinin yeganə həlli vardır və bu həll

 1,  ii ttt pi ...2,1 üçün 

        

T

dssxsFstKBNtx
0

1 ,,  

    



p

k

kkk txJttK
1

,                                                    (14) 

inteqral tənliyinin həllidir. 

Teorem4. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənilir: 

a) Teorem 1-in bütün şərtləri ödənilir və     nRTPCtx ;,0 funksiyası (1)-(3) sərhəd 

məsələsinin yeganə həllidir: 

b) (H1
1
) və (H2

1
) şərtləri ödənilir; 

c) Elə    TLt ,01 funksiyası vardır ki, ixtiyari   ittTt  ,,0 , pi ...2,1 üçün və

nRx üçün 

     txtFxtf  ,,  

bərabərsızliyi ödənilir; 

d) Elə pii ...2,1,  ədədləri vardır ki, istənilən üçün     pixJxI iii ,...2,1,    

bərabərsizliyi ödənilir: 

Əgər   nRTPCy ;,0 funksiyası  (14) inteqral tənliyinin həllidirsə, onda 

  .
0














  





T p

ik

kdttSyx   

İndi isə daha ümumi hala baxaq 

       ,,...2,1,,,0,, pittTttxtftx ijjj  (15) 

      
T

jjj BdttxtnAx
0

0                                      (16) 

     ;2,1,,...2,1,  jpitxItx ij
j

iij                          (17) 
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Aydındır ki, (15)-(17) sərhəd məsələsi 2,1j olduqda 2 müxtəlif sərhəd məsələsidir. 

Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənilir 

(H1¹¹) Elə 2,10  jM j sabit ədədləri vardır ki,  Tt ,0 və
nRyx , üçün 

    2,1,,,  jyxMytfxtf jjj  

münasibəti doğrudur; 

(H2¹¹) Elə 2,1,,...2,10  jpil j sabitləri vardır ki, ixtiyari
nRyx , üçün 

    2,1,,...2,1,  jpiyxlyIxI j
i

j
i

j
i  

münasibətləri doğrudur. 

Teorem 1-ə əsasən 

2,1,1
1









 



jlTMSL
p

i

j
ijj  

olduqda (15) -(17) sərhəd məsələlərinin yeganə həlli vardır və bu məsələləri 

aşağıdakı kimi inteqral tənliklərə ekvivalentdir. 

        

T

jjj dssxsfstKBNtx
0

1 ,,  

    



p

k

kj

j

kk txIttK
1

,                                               (18) 

Teorem5. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənilir: 

a¹).Teorem 1-in bütün şərtləri ödənilir və   2,1, jtx j funksiyaları (15)-(17) 

məsələlərinin yeganə həllidir. 

b¹). (H1¹¹) və (H2¹¹) şərtləri ödənilir. 

c¹). Elə     TLt ,01 funksiyası vardır  ki, ixtiyari   pittTt i ,...2,1,,,0   üçün və

nRx üçün 

     txtfxtf  ,, 21  

bərabərsizliyi doğrudur: 

d¹). Elə 0j
i ədədləri vardır ki, istənilən

nRx üçün 

    iii xIxI  21  
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bərabərsizliyi doğrudur. 

Əgər      2,1,;,0  jRTPCtx n

j funksiyaları (18) tənliklərinin həlləridirsə, onda 

     













  





T p

k

kdttSBBNtxtx
0 1

21

1

21               (19) 

qiymətləndirməsi doğrudur. 

Bu teoremdən aşağıdakı nəticə alınır. 

Nəticə. 

(i). (15) -(17) sərhəd məsələlərinin həlləri qeyri-lokal sərhəd şərtindəki, sistemin sağ 

tərəfindən və impuls şərtlərindən kəsilməz asılıdır.  

(ii). Əgər   0t olarsa, (19) bərabərsizliyi göstərir ki, (15)-(17) sərhəd məsələlərinin 

həlləri və impuls şərtlərindən və sərhəd şərtlərinin kəsilməz asılıdır.  

(iii). Əgər 21 BB  olarsa (15)-(17) sərhəd məsələsinin həlləri sistemin sağ tərəfindən 

və impuls şərtlərindən kəsilməz asılıdır. 

(iv). Əgər pkk ,...2,1,0  olarsa (15)-(17) sərhəd məsələsinin həlləri sistemin sağ 

tərəfindən və sərhəd şərtlərindən kəsilməz asılıdır.  

 Birinci fəslin ikinci paraqrafında aşağıdakı kimi qeyri-lokal şərtli sərhəd 

məsələsinə baxılır: 

       ,,0,(,,,,
0

Ttdssxstgtxtftx

t














                                (20) 

      

T

BdttxtnAx
0

.0                                                      (21) 

Burada isbat edilmişdir ki, (20)-(21) sərhəd məsələsi 

      dssxsfstKBNtx

T

 

0

1 ,,  

inteqral tənliyinə ekvivalentdir. 

Teorem 7. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənir: 

Elə 01 M  və 02 M  sabitləri vardır ki,  istənilən  Tt ,0  üçün və ixtiyarı   nRyx 2,   

və   nRyx 2,   üçün  

     ,,,,, 1 yyxxMyxtfyxtf   
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    yxMystgxstg  2,,,,  

bərabərsizlikləri doğrudur: 

Əgər 

1
2

1 2
1 


















TM
TMSL  

şərti ödənərsə, onda (20), (21) qeyri-lokal sərhəd məsələsinin yeganə həlli vardır. 

Bu bölmənin ikinci əsas nəticəsi baxılan sərhəd məsələsinin heç olmasa bir 

həllinin olmasına həsr olunmuşdur. Bu nəticə Şauferin tərpənməz nöqtə haqqındakı 

teoremə əsaslanmışdır.  

Teorem 8. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənir  

  nnn RRRTf ,0:  funksiyası kəsilməzdir və elə 01 N  sabiti vardır ki, istənilən 

 Tt ,0  üçün və ixtiyari   nRyx ,  üçün  

  1,, Nyxtf   

bərabərsizliyi doğrudur. 

 Onda (20), (21) qeyri-lokal sərhəd məsələsinin  T,0  parçasında ən azı bir həlli 

vardır. 

Sərhəd məsələsinin sərhəd şərtlərinin sağ tərəfindən kəsilməz asılılığını tədqiq etmək 

üçün aşağıdakı kimi sərhəd məsələlərinə baxaq: 

        Ttdssxstgtxtftx

t

jjj ,0,,,,,
0














                            (22) 

      

T

jjj jBdttxtnAx
0

2,10                         (23) 

Teorem 9. Fərz edək ki, teorem 1-in şərtləri doğrudur. 
nRBB 21,  ixtiyari 

nöqtələrdir,  tx1  və  tx2  isə bu nöqtələrə uyğun (22), (23) sərhəd məsələlərinin 

həllidir. Onda  

  21

11

21 1 BBNLxx  
 

qiymətləndirməsi doğrudur. 

Birinci fəslin üçüncü paraqrafında 
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         pitiTtdssxstgtxtftx i

t

,...2,1,,0,,,,.
0














             (24) 

(24)tənliyi üçün aşağıdakı kimi qeyri-lokal sərhəd məsələsinə baxılır 

      

T

BdttxtnAx
0

0 .                                                (25) 

Fərz edək ki, (24) inteqro-diferensial tənliyinin həlli (25) sərhəd şərti ilə yanaşı 

       pitxItxtx iiii ,...,2,1, 
                                    (26) 

impuls şərtlərini də ödəyir. 

Teorem 10. Fərz edək ki,   ,;,0 nnn RRRTCf      nn RRTTCg ;,0,0   və 

pi ,...2,1 üçün    nn
i RRCxI ; şərtləri doğrudur.     nRTPCtx ;,0 funksiyasının 

(24)-(26)  sərhəd məsələsinin həlli olması üçün zəruri və kafi şərt 

    nRTPCtx ;,0  funksiyasının    pittt ii ,...2,1,0,, 1    üçün  

             


 














p

i

ii

T s

xİttKdxsgsxsfstKBNtx
10 0

1 ,,,,,,   

impulsiv inteqral tənliyinin həllinin olmasıdır.  

Bu paraqrafın əsas nəticələri aşağıdakı teoremlərlə verilmişdir. 

Teorem 11. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər doğrudur.  

(H1) İxtiyari  Tt ,0  üçün və istənilən     nn RyxRyx 22 ,,,  üçün elə 01 M və  

02 M sabitləri vardır ki,  

     yyxxMyxtfyxtf  1,,,,  

    yxMystgxstg  2,,,,  

bərabərsizlikləri doğrudur.  

(H2) Elə pili ,...2,1,0   sabitləri vardır ki, istənilən 
nRyx ,  üçün  

    yxlyIxI iii   

Əgər 

1
2

1
1

2
1 

















 



p

i

il
TM

TMSL  
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olarsa(1.3.54)-(1.3.56)  sərhəd məsələsinin yeganə həlli vardır, burada  stKS
Tst

,max
,0 



bərabərliyi ilə təyin olunur. 

Teorem 12. Fərz edək ki,   nnn RRRTf ,0: və   pixİi ,...,2,1 funksiyaları 

kəsilməzdir və elə 01 N və 02 N sabitləri vardır ki, istənilən  Tt ,0  üçün və 

ixtiyari   nRyx ,  üçün  

  1,, Nyxtf  , 

  piNxİi ,...,2,12   

bərabərsizlikləri doğrudur.Onda (24)-(26) qeyri-lokal sərhəd məsələsinin  T,0  

parçasında. Ən azı bir həlli vardır.  

(24)-(26) sərhəd məsələsinin həllinin (25) sərhəd şərtlərinin sağ tərəfindən kəsilməz 

asılılığı haqqında aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 13. Fərz edək ki, teorem 11-in şərtləri doğrudur. 
nRBB 21,  ixtiyari 

nöqtələrdir,  tx1  və  tx2  isə bu nöqtələrə uyğun (24)-(26) sərhəd məsələlərinin 

həllidir. Onda  

  21

11

21 1 BBNLxx  
 

qiymətləndirməsi doğrudur. 

Birinci fəslin dördüncü paraqrafında 

          

t

Ttdssxstgtxtftx
0

,0,,,,                  (27) 

şəklində olan inteqro-diferensial tənliklər sistemi üçün aşağıdakı kimi üçnöqtəli 

       TCxtBxAx 10                                      (28)  

sərhəd şərtləri daxilində həllin varlığı və yeganəliyi üçün kafi şərtlər tapılacaqdır. 

Burada 
nnRCBA ,,  verilmiş sabit matrislərdir.

nR  verilmiş n ölçülü sabit 

vektordur. Fərz olunur ki, 0det N  şərti ödənir, burada 

  nn RRTfCBAN  ,0:,  və     nn RRTTg  ,0,0:  verilmiş funksiyalardır 1t  

nöqtəsi Tt  10  şərtini ödəyir.  
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Burada da,   nRTC ;,0  ilə  T,0  parçasında kəsilməz funksiyalar fəzasını işarə 

edəcəyik və aydındır ki, bu fəza Banax fəzasıdır. 

Lemma1.  Fərz edək ki,   nRTCy ;,0  funksiyası verilmişdir. 

     Tttytx ,0,                      (29) 

diferensial tənliyinin  

       TCxtBxAx 10                                        (30) 

şərtini ödəyən həllinin tapılmasına baxaq. (29), (30) sərhəd məsələsinin həlli 

      

T

dssystGNtx
0

1 ,  

formulasının köməyi  ilə verilir, burada  

 
   
   









TttstG

ttstG
stG

,,

,0,,
,

112

11
 

kimi təyin edilir.  stG ,1 və  stG ,2  funksiyaları isə  

 

 

   

 





















,,,

,,,

,,0,

,

1

1

1

1

1

1

TtsCN

ttsCBN

tsAN

stG  

 

 

   

 





















.,,

,,,

,,0,

,

1

1

1

1

1

2

TttCN

tttBAN

ttAN

stG  

bərabərliklərinin köməyi ilə təyin olunur. 

Teorem14.(27)-(28) sərhəd məsələsinin həllinin olması üçün zəruri və kafi şərt  

          dsdxsgsxsfstGNtx

T s

  







 

0 0

1 ,,,,   

inteqral tənliyinin olmasıdır. 

Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər doğrudur. 

(H1) Elə kəsilməz   0tl  funksiyası vardır ki, ixtiyari  Tt ,0  və istənilən 
nRyx ,  

üçün  

      yxtlytfxtf  ,,  

bərabərsizliyi ödənilir. 
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(H2) Elə kəsilməz   0tm  funksiyası vardır ki, ixtiyari  Tt ,0  üçün və istənilən 

nRyx ,  üçün  

      yxtmdsystgdsxstg

t t

 
0 0

,,,,  

bərabərsizliyi ödənilir. 

Teorem 15. Fərz edək ki, (H1) və (H2) şərtləri doğrudur və 

1
2

max 







mT
lTGL  

bərabərsizlyi ödənilir. Onda (27)-(28) sərhəd məsələsinin  T,0  parçasında yeganə 

həlli vardır, burada 
 

 
 

 tmmtll
TT ,0,0

max,max  , 
   

 stGG
TT

,max
,0,0

max


  işarə edilmişdir.  

İndi isə Şauferin tərpənməz nöqtə teoreminə əsaslanan bu paraqrafın ikinci əsas 

nəticəni verək.  

Teorem 16. Fərz edək ki, aşağıdaki şərtlər ödənir: 

(H3)   nn RRTf ,0: və     nn RRTTg  ,0,0: funksiyaları öz arqumentlərinin 

küllüsünə görə kəsilməzdir. 

(H4) Elə 01 M  sabiti vardır ki, bərabərsizliyi istənilən nRx  və ixtiyari  Tt ,0  

üçün  

  1, Mxtf   

ödənilir.  

(H5) Elə 01 N  sabiti vardır ki,  

  1

0

,, Ndsxstg

t

  

bərabərsizliyi istənilən 
nRx  və ixtiyari  Tt ,0  üçün ödənilir.  

Onda (27)-(28) sərhəd məsələsinin   T,0  parçasında ən azı bir həlli vardır.  

Dissertasiyanın ikinci fəsli qeyri-lokal şərtli sərhəd məsələləri ilə təsvir olun 

optimal idarəetmə məsələlərinin tədqiqinə həsr olunmuşdur. 

 İkinci fəslin birinci paraqrafında aşağıdakı kimi optimal idarəetmə məsələsinə 

baxılır. 
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 Burada optimal idarəetmə məsələsi impuls təsirli və qeyri-lokal şərtli inteqro-

diferensial tənliklər sistemi ilə verilən sərhəd məsələsi ilə təsvir olunur. 

       ,,0,,,,)),(,(
0

i

t

ttTtduxtgtutxtf
dt

dx
                    (31) 

,)()0( CTBxx              (32) 

,...0,,...,2,1),),(()( 21 TtttpivtxItx piiii                 (33) 

             ,,,0..,:,0, 2  i

rp vTtвпVtuTLtuUvu             (34) 

burada ,)( nRtx  ),,( uxtf  n-ölçüçlü kəsilməz funksiyadır,   1, nnn RCRB  

verilmiş sabit matrislərdir, )()()(   iii txtxtx ,  vxIi , verilmiş n-ölçülü müəyyən 

funksiyalardır,   vu, -idarəedici parametrlərdir, 
rRV   və 

mR -verilmiş qapalı, 

qabarıq, məhdud çoxluqlardır. 

 (31)-(34) sərhəd məsələsinin həlləri çoxluğunda 

       TxxvuJ ,0,                                             (35) 

funksionalının minimallaşdırılması tələb olunur. 

 Hər bir qeyd olunmuş      pUvu  ,  idarəedici parametrləri üçün (31)-(34) 

sərhəd məsələsinin həlli dedikdə   ittT ,,0  aralığında təyin olunmuş elə mütləq 

kəsilməz nRTtx ],0[:)(   vektor funksiyaları  başa düşəcəyik ki, bu funksiyalar itt 

pi ,...,2,1  nöqtələrində soldan kəsilməzdirlər və sonlu  )( 

itx  sağ limitləri vardır. 

Burada aşağıdakı şərtlərin ödənilməsi fərz olunur. 

1). 1B . 

2). nrn RRRTf ],0[: ,   nrn RRRTTg  ,0],0[:  və 
nmn

i RRRI : , 

pi ,...,2,1  funksiyaları kəsilməzdirlər və elə 0,0  GK , 0iL pi ,...,2,1  

sabitləri vardır ki, 

nRyxTtyxKuytfuxtf  ,],,0[,),,(),,( ; 

nRyxTtyxGuytguxtg  ,],,0[,,),,,(),,,(  ; 

n
iii RyxyxLvyIvxI  ,,),(),( ; 
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bərabərsizlikləri ödənilir. 

3). 

  1]
2

[1
1

2
1

 



p

i

iL
GT

KTBL . 

 Teorem 17. Fərz edək ki, 1). sərti ödənir.  nRTPCx ],,0[)(   funksiyasının 

(31)-(33) sərhəd məsələsinin həlli olması üçün zəruri və kafi şərt  nRTPCx ],,0[)(   

funksiyasının aşağıdakı inteqral tənliyinin həlli olmasıdır: 

  CBEtx 1)()(  

       








  
T

ddssusxsguxftK
0 0

,,,)),(,(),( 


 





p

i

iiii vtxIttK
1

)),((),(                                  (36) 

burada 
















TtBBE

tBE
tK






,)(

0,)(
),(

1

1

. 

Teorem 18. Fərz edək ki, 1).-3). şərtləri ödənilir. Onda istənilən 
nRC  və  

     pUvu  ,  üçün (31)-(33) sərhəd məsələsinin yeganə həlli vardır və bu həll 

aşağıdakı inteqral tənliyin həllidir: 

 

    CBEtx 1)(  

         
T

ddssusxsguxftK
0 0

},,,)),(,(){,( 


            (37) 





P

i

iiii vtxIttK
1

)),((),( . 

Optimal idarəetmə məsələsində funksionalın qradientini hesablamaq üçün aşağıdakı 

şərtləri daxil edək. 

4).  uxtf ,,  və  uxstg ,,,  funksiyalasrının u  arqumentinə nəzərən törəməsi 

məhduddur, yəni 
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  uKuuxtf
u 1

,,   

  uKuuxtg g

u 1
,,  . 

5).  uxtf ,,  və  uxstg ,,,  funksiyalasrının x və u  arqumentlərinə nəzərən törəmələri 

Lipşist şərtini ödəyir, yəni 

       

,

,,,,,,,,

2

3

2

2
uKxK

uuxtfxuxtfuxtfuuxxtf
ux





 

       

2

3

2

2

,,,,,,,,,,,,

uKxK

uuxstgxuxstguxstguuxxstg

gg

ux





 

bərabərsizlikləri doğrudur. 

6).   pivxI i ,...,1,0,,   funksiyalarının v  arqumentinə nəzərən törəməsi məhduddur, 

yəni 

    vLvvxI iiv
1,   

bərabərsizliyi doğrudur. 

7).   pivxI i ,...,1,0,,   funksiyalarının  x  və v  arqumentlərinə nəzərən törəmələri 

Lipşist şərtini ödəyir, yəni 

            2322,,,, vLxLvxIxvxIvxIvvxxI
iiivixii

  

 bərabərsizliyi ödənilir. 

8).  yx,  funksiyasının birinci tərtib xüsusi törəmələri məhduddur və bu xüsusi 

törəmələr Lipşist şərtini ödəyir, yəni 

    .,;, 54 KyxKyx yx   

 

        .,,,,,,
2

7
2

6 yKxKyyxxyxyxyyxx yx   

 Lemma 1.Fərz edək ki, 1).-4).şərtləri ödənilir,       txvtu ,, və

          txtxvvtutu  ,,  isə (31)-(34) optimal idarəetmə məsələsinin iki müxtəlif 

həllidir. Onda 
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    vuCtx  1                                             (38) 

qiymətləndirilməsi doğrudur. Burada 

      .max,max11 12

3

11

11

1





























pLTKTKBLC i

g  

 

Lemma 2. Fərz edək ki, 1).-6). şərtləri ödənilir və       txvtu ,,  lemma 1-də təyin 

olunmuş funksiyalardır,  tz  funksiyası isə variyasiyalarla tənliyin həllidir. Onda 

 

      ,22

2 vuCtztx  Tt 0 ,                                   (39) 

burada   
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Teorem19. Fərz edək ki, 1)-8) şərtləri ödənir və bundan əlavə  
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x

vtxI
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Onda (2.1.5) funksionalı (2.1.1)-(2.1.4) şərtləri daxilində diferensiallanandır və onun 

qradienti  
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                 (40) 

burada  
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t

duxtguxtfuxtH ,,,,,,,,,,,   

      iiiiiiii vxIttuxh ,,,,   
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kimi təyin olunmuşdur, və  t  funksiyası isə aşağıdakı kimi diferensial-fərq tənliyi 

üçün sərhəd məsələsinin həllidir. 
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Teorem 20. Fərz edək ki, teorem 18-in bütün şərtləri ödənir. Onda    pUvu 
,

  

idarəedicisinin (31)-(35) optimal idarəetmə məsələsində optimallığı üçün zəruri şərt 

istənilən    pUvu , idarəedicisi üçün 

            





p

i
iiiiiv

T

u
vvvxhdttututtutxtH

i

10

0,,,,,, 
 

bərabərsizliyinin ödənilməsidir, burada     
 vutxtx ,; ,       vutt ,;  

işarə edilmişdir. 

İkinci fəslin ikinci paraqrafında fərz edilir ki, idarə olunan proses aşağıdakı kimi 

diferensial tənliklər sistemi ilə təsvir olunur     

                                                                 (44) 

(44) diferensial tənliyi üçün 

,                                                   (45) 

şərtlərinin ödənilməsi fərz olunur. Mümkün idarəedicilər öz qiymətlərini boş 

olmayan məhdud çoxluğundan alır, yəni  

. 

Tələb olunur ki, elə  idarəedicisi tapılsın ki, həmin 

idarəediciyə uyğun (44), (45) sərhəd məsələsinin həlli aşağıdakı fuksionala minimum 

qiymət versin                            

).,,( uxtf
dt

dx


      CdttxtmAx
T


0

0

U

],0[,)( TtRUtu r 

],0[,)( TtRUtu r 
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                                             (46) 

Burada fərz olunur ki, aşağıdakı şərtlər ödənilir: 

(А1)  ,0det N  где   .
0



T

dttmAN  

(А2) nnn RRRTf ],0[:  funksiyası kəsilməzdir və elə 0K  sabiti vardır ki,  

,),,(),,( yxKuytfuxtf  UuRyxTt n  ,,],,0[ . 

(А3)  ,1 KTML  

burada ,),(max
,0

stMM
Tst 

 ),( stM matris funksiyası aşağıdakı bərbərliyin köməyi ilə 

təyin olunur 
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tsdssmAN
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                     (47) 

 

Teorem 21.  Fərz edək ki, А1) şərti ödənilir.  

)],,0([)( nRTCx   funksiyasının (44)-(45) sərhəd məsələsinin mütləq kəsilməz 

həlli olması üçün zəruri və kafi şərt həmin funksiyanın   

,))(,)(,(),()(
0

1 dssusxsfstMCNtx
T

 
 

inteqral tənliyinin həlli olmasıdır, burada ),( stM  matris funksiyası (47) 

bərabərliyinin köməyi ilə təyin olunur. 

Burada standart əməliyatların köməyi ilə (46) funksionalının artımı üçün 

  










  )(),,,()( odtuxtHuJ                               (48) 

 

formulası alınmışdır. (48) düsturundan isə Pontryaginin maksimum prinsipi alınır. 

.),,())(),0(()(
0



T

dtuxtFTxxuJ 
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Teorem 22. (Maximum prinsipi) Fərz edək ki, ( ),(),( 000 utxtu )  prosesi (44) - 

(45) optimal idarəetmə məsələsində optimal prosesdir,  )(0 t  -isə  

  ],,0[,
),,,(

)( Tttm
x

uxtH
t 




 


  

,
)(

)(,
)0(

)0(
Tx

T
x

A














  

qoşma məsələnin həllidir. Onda sanki bütün ],0[ Tt  üçün aşağıdakı bərabərlik 

ödənilir 

)).(),(),(,()),(),(,(max 00000 tutxttHtxttH
U







 

Üçüncü fəslin üçüncü paraqrafında fərz olunur ki, idarəolunan obyektin 

vəziyyəti aşağıdakı kimi inteqro-diferensial tənliklərlə təsvir olunur: 

                        (49) 

(49) tənliyi üçün aşağıdakı kimi iki nöqtəli sərhəd şərti verilmişdir 

Ax(t0)                               (50) 

Burada fərz edilir ki,  və  verilmiş n-ölçülü funksiyalardır və uyğun 

olaraq  və  çoxluqlarında kəsilməzdirlər və  

dəyişənlərinə nəzərən ikinci tərtibə qədər kəsilməz xüsusi törəmələrə malikdirlər. 

 və  ölçülü verilmiş matrislərdir,  və  qeyd olunmuş zaman 

anlarıdır.  r-ölçülü hissə-hissə kəsilməz vektor funksiyararıdır (sonlu sayda 

nöqtədə I növ kəsilmə nöqtələrinə malikdir).  

Bu funksiyalar öz qiymətlərinin verilmiş boş olmayan məhdud və kompakt 

 çoxluqundan alır, yəni  

                                           (51) 

(51)   şərtini ödəyən idarəedici funksiyalar mümkün idarəedici adlanır.  

Hər bir qeyd olunmuş mümkün idarəedici üçün (49), (50) məsələsinin həlləri 

çoxluğunda təyin olunmuş funksionalını təyin edək:  

 .                                     (52) 

  ),(,))(),(,,())(),(,)( 10

0

tttduxtktutxtftx
t

t

  

CtBxtAx  )()( 1

),,( uxtf ),,,( uxtk 

  rn RRtt 10 ,     rn RRtttt  1010 ,, ),( ux

nnRBA , 1 nRC 0t 1t

)(tuu 

rRU 

 10 ,,)( tttRUtu r 

))(),(()( 10 txtxuJ 
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Burada çoxluğunda təyin edilmiş iki dəfə diferensiallama skalyar 

funksiyadır . 

Tutaq ki, aşağıdakı şərtlər ödənir: 

I).  

II).  və  funksiyaları 

kəsilməzdirlər və elə  və  sabitləri vardır ki, 

 

 

III) , burada 

. 

Teorem 23. Fərz edək ki, I) şərti ödənir  və 

 funksiyaları kəsilməzdirlər.  funksi-

yasının (49) – (50) məsələsinin mütləq kəsilməz həlli olması üçün zəruri və kafi şərt 

onun 

 

Inteqral tənliyinin həlli olmasıdır. Burada, 

 

. 

Teorem 24. Fərz edək ki, I) – III) şərtləri ödənir. Onda istənilən  və 

istənilən mümkün idarəedici üçün (49) – (51) sərhəd məsələsinin yeganə həlli vardır. 

Baxılan optimal idarəetmə məsələsi üçün Pontryaginin maksimum prinsipi isbat 

edilmişdir. 

Teorem 3. (Maksimum prinsipi) Fərz edək ki,  cütü (49)-(51) 

optimal idarəetmə məsələsində optimal prosesdir,  isə optimal proses 

boyunca 
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, 

. 

 qoşma sərhəd məsələsinin həllidir. Onda istənilən üçün aşağıdakı 

bərabərlik doğrudur. 

. 
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I FƏSĠL 

 

 

QEYRĠ-LOKAL ġƏRTLĠ VƏ ĠMPULS TƏSĠRLĠ QEYRĠ-XƏTTĠ 

DĠFERENSĠAL VƏ ĠNTEQRO-DĠFERENSĠAL TƏNLĠKLƏRĠN 

HƏLLĠNĠN VARLIĞI VƏ YEGANƏLĠYĠ 

 

 

1.1 Qeyri-lokal Ģərtli və impuls təsirli qeyri-xətti diferensial tənliklərin 

həllinin varlığı və yeganəliyi 

Fizikanın, texnikanın, biologiyanın və iqtisadiyyatın çoxlu sayda məsələlərinin 

riyazi modelləri adi törəməli diferensial tənliklərlə təsvir olunur. Bu modellərin 

həlləri zamanın qeyd olunmuş və yaxud qeyd olunmamış anlarında birinci növ 

kəsilməyə malik olurlar. Belə diferensial tənliklər [10] monoqrafiyalarında kifayət 

qədər ətraflı öyrənilmişdir və adətən belə tənliklər impuls təsirli diferensial tənliklər 

adlandırılır. Yaxarıda qeyd olunmuş monoqrafiyalarda, əsasən lokal şərtli diferensial 

tənliklər öyrənilmişdir. Lakin son zamanlar qeyri-lokal şərtli və impuls təsirli 

diferensial tənliklərin öyrənilməsinə olduqca böyük maraq yaranmışdır. Bu fakt 

onunla izah olunur ki, çoxlu sayda praktik məsələlərin riyazi modelləri qeyri-lokal və 

impuls təsirli diferensial tənliklərlə təsvir olunur. 

 Hal-hazıra kimi riyazi modelləri qeyri-lokal şərtli və impuls təsirli diferensial 

tənliklərlə təsvir olunan məsələlərə çoxlu sayda elmi işlər həsr olunmuşdur. Belə 

məsələlərin həllinin varlığına və yeganəliyinə, həllərin məsələnin ilkin 

verilənlərindən kəsilməz asılılığına və s. Sahələrə həddən artıq elmi işlər həsr 

olunmuşdur [10,11,15-18,26,28,29,32]. 

Bu fəsildə qeyri-lokal şərtli və impuls təsirli adi diferensial və inteqro-

diferensialtənliklər tədqiq olunmuşdur. Burada sərhəd şərtləri həm nöqtəvi, həm də 

inteqral hədləri özündə saxlayır. Qeyd etmək lazımdır ki, sərhəd şərtləri kifayət qədər 

ümumidir. Belə ki, xüsusi hallarda Koşi məsələsi, inteqral sərhəd şərti baxılan sərhəd 
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məsələsindən alınır. Burada sərhəd məsələsinin həllinin varlığı və yeganəliyi, sərhəd 

məsələsinin həllinin sərhəd şərtlərinin sağ tərəfindən kəsilməz asılılığı tədqiq 

edilmişdir. 

1.1.1Məsələnin qoyuluĢu.  Aşağıdakı kimi diferensial tənliklər sisteminə 

baxaq: 

  ....,,2,1,,,0)),(,()( pittTttxtftx i 
         (1.1.1) 

(1.1.1) tənliyinin 

    BdttxtnAx
T

 
0

)0(

                               

(1.1.2) 

sərhəd şətrlərini və 

pitxItx iii ...,,2,1)),(()(                       (1.1.3) 

impuls şərtlərini ödəyən həllinin varlığı və yeganəliyi məsələsini tədqiq edək. 

Burada Ttttt pp  110 ...0 qeyd olunmuş nöqtələrdir,  nxnRA  verilmiş 

sabit matrisdir,    nnRtn  -verilmiş matris-funksiyadır və ,0det N burada

 dttnAN
T


0

,   nn
i

nn RRIRRTf  :,,0: verilmiş funksiyalardır,

)()()(   iii txtxtx , burada )()(lim)(),(lim)(
00

ii
h

ii
h

i txhtxtxhtxtx 
 







uyğun olaraq  tx  funksiyasının itt  nöqtəsində sağ və sol limitləridir. 

 Qeyd edək ki, (1.1.1)-(1.1.3) sərhəd məsələsi kifayət qədər ümumi məsələdir. 

Bir çox sərhəd məsələləri ondan xüsusi halda alınır. Onların bəzilərini qeyd edək. 

Məsələn, 

1). EA  ,   tn olduqda (1.1.1)-(1.1.3) sərhəd məsələsi başlanğıc məsələyə, yəni 

Koşi məsələsinə çevrilir; (burada E ilə nxn ölçülü vahid matris,  ilə isə nxn ölçülü 

sıfır matris işarə edilmişdir). 

2). A  və   tn  olduqda alınan sərhəd məsələsi inteqral tipli sərhəd məsələsi 

adlanır. 

Qeyd edək ki, A və  tn  matrislərinin digər şərtləri ödəməsi hallarını da baxmaq olar. 
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 1.1.2. Köməkçi faktlar. Aşağıda istifadə ediləcək bəzi tərif və köməkçi 

faktları qeyd edək.   nRTC ;,0  ilə  T,0  parçasında təyin olunmuş kəsilməz n -ölçülü 

 tx vektor-funksiyalar fəzasını işarə edək. Aydındır ki, bu fəza banax fəzasıdır və 

burada norma  

 
,)(max

,0
txx

T
  

kimi təyin olunmuşdur, burada -ilə nR -evklid fəzasındakı norma işarə edilmişdir. 

  nRTPC ,,0 -ilə aşağıdakı xətti fəzanı işarə edək: 

        ,,,)(;,0:,,0 1
n

ii
nn RttCtxRTxRTPC  ;...,,1,0 pi  burada )( 

itx  və 

)( 
itx pi ...,,2,1 vardır və sonludur;  )}()( ii txtx 

. 

Aydındır ki,   nRTPC ,,0  xətti fəzası banax fəzasıdır və burada norma 

aşağıdakı kimi təyin olunmuşdur 

  
 .,...,1,0,max

1,
pixx

ii ttCPc




 

(1.1)-(1.3) sərhəd məsələsinə aşağıdakı kimi tərif verək. 

 Tərif. Fərz edək ki,   nRTPCx :,0  funksiyası aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

a). Istənilən   ,...,,2,1,,,0 pittTt i  üçün 

))(,()( txtftx  ; 

b). itt  pi ,...,2,1 Tttt p  ...0 21 üçün 

));(()()()( iiiii txItxtxtx    

c).   nRTPCx :,0  funksiyası (1.1.2) sərhəd şərtini ödəyir; 

burada 

)()()( iii txtxtx    

işarə edilmişdir. 

Onda   nRTPCx :,0  funksiyası (1.1.1)-(1.1.3) sərhəd məsələsinin həlli adlanır. 

Aşağıdakı kimi matris-funksiya daxil edək: 
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 Lemma 1.1. Fərz edək ki,   nRTCy ;,0 və 
n

i Ra  , pi ,...,2,1  verilmişdir. 

Onda 

 tytx )(                                      (1.1.4) 

diferensial tənliyinin 

;)()( iii atxtx  ,...,,2,1 pi  ,...0 21 Tttt p                      (1.1.5) 

impuls şərtlərini və 

    BdttxtnAx
T

 
0

)0(                                                      (1.1.6) 

sərhəd şərtini ödəyən yeganə   nRTPCx :,0 həlli vardır və bu həll  

 ,, 1 ii ttt pi ,...,1,0  üçün  

k
tt

i

T

attKdytKBNtx
i




 
00

1 ),()(),()(                             (1.1.7) 

formulası ilə verilir. 

Ġsbatı. Fərz edək ki,     nRTPCtx :,0  funksiyası (1.1.4)-(1.1.6) sərhəd 

məsələsinin həllidir. Onda (1.1.4) tənliyini ),0( 1 itt  intervalında inteqrallasaq 

aşağıdakı bərabərliyi alarıq: 

 
t t

dssxdssy
0 0

)()(   

     )()(...)()()0()( 121

  itxtxtxtxxtx = 

      ).()()(...)()()()()0( 2211 txtxtxtxtxtxtxx ii 


 

Əgər bu bərabərlikdə (1.1.5) impuls şərtlərini nəzərə alsaq 

 



t

tt
i

i

adssyxtx
0 0

)()0()(                                                  (1.1.8) 
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bərabərliyini alarıq. İndi isə tələb edək ki, (1.1.8) bərabərliyi ilə təyin olunan 

    nRTPCtx :,0  funksiyası (1.1.6) sərhəd şərtlərini ödəsin: 

        .)0()(
0 0 000

  



t T

tt
i

TT

dtatndsdtsytnBxdttnA
i

                            (1.1.9) 

Əgər (1.1.9) bərabərliyində 0det N  olduğunu nəzərə alsaq, onda 

      







   




t T

tt
i

T

dtatndsdtsytnBNx
i0 0 00

1)0(                                     (1.1.10) 

bərabərliyini alarıq. (1.1.10) bərabərliyinin köməyi ilə tapılan  0x  qiymətini (1.1.9) 

bərabərliyində nəzərə alaq. Onda     nRTPCtx :,0  funksiyası üçün  

          


 









t

tt
i

t T

tt
i

T

ii

adssydtatndsdtsytnBNtx
0 00 0 00

1)(  (1.1.11) 

bərabərliyini alarıq. İndi isə (1.1.11) bərabərliyində bəzi sadələşdirmələr aparaq. 

Bunun üçün hissə-hissə inteqrallama düsturundan istifadə edərək aşağıdakı 

bərabərliyi alırıq. 

         









T tT

t

tT

dssydn
dt

d
dsdtsytn

0 000

  

            .
00 0

dttydndttydndssydn
T T

t

t T T

t

T

t

       

Digər tərəfdən  

     



Tt

T

t

i

T

tt

i

i ii

dtatndtatn
00 0

 

 

bərabərliyi doğrudur. Sonuncu bərabərlikləri (1.1.11) bərabərliyində nəzərə alsaq 

 

          


 
t

tt
i

tt

T

t

i

T T

t ii i

adssydtatnNdttdsysnNBNtx
0 00

1

0

11)(          (1.1.12) 

 

bərabərliyi alınar. Burada bəzi sadələşdirmələr aparaq. Aydındır ki, 



33 
 

                


t t TtT T
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 (1.13) 
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bərabərlikləri doğrudur. Analoji qayda ilə 
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dtatnadttnAN  (1.1.14) 

bərabərliyini alırıq. 

(1.1.13) və (1.1.14) bərabərliklərini (1.1.12) bərabərliyində nəzərə alaq. Onda 
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(1.1.7) bərabərliyinin doğruluğunu alarıq. 
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Qeyd. (1.1.7) bərabərliyi üç toplananın cəmindən ibarətdir. Bu toplananların 

hər biri üçüçn aşağıdakı faktlar doğrudur: 

(i)   BNtx 1  sabit funksiyası 

0)( tx  

differensial tənliyinin  

    BdttxtnAx

T

 
0

)0(

 

şərtini ğdəyən həllidir. 

Doğrudan da,   BNtx 1 funksiyasının 0)( tx diferensial tənliyini ödəməsi 

aydındır. Çünki sabit funksiyanın törəməsi sıfıra bərabərdir. Göstərək ki,   BNtx 1

funksiyası     BdttxtnAx
T

 
0

)0( şərtini ödəyir. Bu fakta bilavasitə yoxlamaqla əmin 

olmaq olar. Bunun üçün   BNtx 1 funksiyasını (1.1.2) şərtində nəzərə almaq 

lazımdır. Doğrudan da, əgər   BNtx 1 funksiyasında qeyri-lokal (1.1.2) şərtində 

yerinə yazsaq 

    BBNNBNdttnABdtNtnBAN

TT









 


11

0

1

0

1  

bərabərliyinin doğruluğunu alırıq. 

(ii)             
T

dssystKtx
0

)(),()(  funksiyası  

)()( tytx   

diferensial tənliyinin  

    .0)0(
0

  dttxtnAx
T

 

şərtini ödəyən həllidir. 

Bu faktın doğruluğunu yoxlamaq üçün 
T

dssystKtx
0

)(),()(   funksiyasının 

törəməsini hesablayaq: 
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Beləliklə, 
T

dssystKtx
0

)(),()(  funksiyasının 

)()( tytx   

diferensial tənliyi üçün 

    0)0(
0

  dttxtnAx

T

 

şərtini ödəyən həllinin olduğunu göstərdik. 

(iii) hissə-hissə sabit    i

tt

i attKtx
i





0

),( funksiyası 

0)( tx  

diferensial tənliyinin 

    0)0(
0

  dttxtnAx

T

 

qeyri-lokal şərtini və 

  ii atx   

impuls şərtini ödəyən həllidir. 

Doğrudan da, (1.1.7) bərabərliyində 0B  və   0ty  olduğunu nəzərə alsaq 

  i

tt

i attKtx
i





0

),(  

funksiyasının 0)( tx  diferensial tənliyinin     0)0(
0

  dttxtnAx

T

 şərtini ödəyən həlli 

olduğuna əmin oluruq. 
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Lemma 1.2. Fərz edək ki,   nn RRTCf ,,0   və )()( n
i RCxI   funksiyaları 

öz arqumentlərinin küllüsünə nəzərən kəsilməz funksiyalardır.   nRTPCtx ,,0)(   

funksiyasının (1.1.1)-(1.1.3) məsələsinin həlli olması üçün zəruri və kafi şərt 

  nRTPCtx ,,0)(   funksiyasının impuls təsirli aşağıdakı impuls təsirli inteqral 

tənliyin 




 
P

i
iii

T

txIttKdssxsfstKBNtx
10

1 ))((),())(,(),()(        (1.1.15) 

həlli olması həm zəruri, həm də kafidir. 

 Ġsbatı. Zərurilik. Fərz edək ki,   nRTPCtx ,,0)(   funksiyası (1.1.1)-(1.1.3) 

sərhəd məsələsinin həllidir. Onda lemma 1-dəki kimi analoji mühakimələrin köməyi 

ilə asanlıqla göstərə bilərik ki,   nRTPCtx ,,0)(   funksiyası (1.1.15) impuls təsirli 

inteqral tənliyin həllidir. 

Kafilik. Fərz edək ki,   nRTPCtx ,,0)(   funksiyası (1.1.15) impuls təsirli intrqral 

tənliyin həllidir. Bu halda   nRTPCtx ,,0)(   funksiyasının (1.1.1)-(1.1.3) sərhəd 

məsələsinin həlli olduğunu göstərək. Əvvəlcə bu funksiyanın (1.1.1) tənliyinin həlli 

olduğunu göstərək: 
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dxdsfsnNdxfdssnANBNtx
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dssnNtxtfdssnAN 1
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       .,)(,
0

1 txtfdssndssnANtxtf
t T
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Deməli,   nRTPCtx ,,0)(   funksiyası (1.1.1) tənliyini ödəyir. Bilavasitə 

yoxlamaqla əmin olmaq olar ki, (1.1.15) funksiyası (1.1.2) və (1.1.3) şərtlərini ödəyir.  
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1.1.3. Əsas nəticələr.  

Bu bölmənin əsas nəticələrindən birincisi Banaxın tərpənməz nöqtə prinsipinə 

əsaslanmışdır. Bu prinsipin köməyi ilə (1.1.1)-(1.1.3) sərhəd məsələsinin həllinin 

varlığı və yeganəliyi haqqında teorem isbat edilmişdir. 

Teorem 1.1. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənilir: 

(H1) Elə 0M  ədədi vardır ki, istənilən  Tt ,0  üçün və istənilən 
nRyx ,  

üçün 

yxMytfxtf  ),(),(  

bərabərsizliyi doğrudur; 

 (H2) Elə pili ,...,2,1,0  sabit ədədləri vardır ki, istənilən 
nRyx , üçün 

yxlyIxI iii  )()(  

bərabərsizliyi ödənilir; 

Bundan əlavə, əgər 

1
1









 



p

k
klMTSL                                              (1.1.16) 

bərabərsizliyi ödənilərsə, onda (1.1)-(1.3) sərhəd məsələsinin yeganə həlli vardır, 

burada S   sabiti aşağıdakı kimi təyin olunur 

.),(max
,0

stKS
Tst 

  

 Ġsbatı. İsbat üçün Banaxın sıxılmış inikas prinsipindən istifadə edəcəyik. 

Aşağıdakı kimi operator təyin edək: 

     nn RTPCRTPCF  ,0;,0: , 

burada F operatoru pittt ii ,...,2,1,0),,( 1    üçün 

   


 
T P

k
kkk txIttKdssxsfstKBNtFx

0 1

1 ))(();())(,(),()(                      (1.1.17) 

kimi təyin təyin olunmuşdur. Aydındır ki, (1.1.17) operatorunun tərpənməz nöqtəsi 

(1.1.1)-(1.1.3) sərhəd məsələsinin həllidir. Sıəxılmış inikas prinsipinin köməyi ilə 

göstərək ki, (1.1.17) bərabərliyi ilə təyin olunan operatorun yeganə tərpənməz nöqtəsi 

vardır. 
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 0,max

,0
tfM

T
f   və  0max

},...,2,1{
k

pk
I Im


  işarə edək.  

 
L

pmTMSBN
r

If








1

1

 

ədədini qeyd edək. 

   .:,,0 rxRTPCxB
PC

n
r   

şarını daxil edək və göstərək ki, rr BFB   münasibəti doğrudur. Bunun üçün 

istənilən rBx  götürək və aydındır ki, 

 
 

      
T

T
dssfsfsxsfstKBNtFx

0
,0

1 0,0,))(,(),(max)(  

 
     



P

k
kkkkk

T
IItxIttK

1,0
00))(();(max  

  .
1

1 rpmrlTMMTrSBN I

p

k
kf 

















 



  

Bu münasibət göstərir ki, F  operatoru rB şarını özünə inikas etdirir. 

İndi isə fərz edək ki,   nRTPCyx ;,0,   qeyd olunmuş istənilən iki elementdir. Onda 

ixtiyari ],( 1 ii ttt üçün 

     dyfxftGFyFx

T

0

))(,())(,(),(  

          


p

k

kkkkki tyItxIttG
1

,  

     


T p

k

kkk tytxlSdttytxMS
0 1

)()(  

.)()(max
],0[

1

tytxlMTS
T

p

k

k 







 



 

və yaxud 

yxLFyFx  . 

Əgər sonuncu münasibətdə (1.1.16) şərtini nəzərə alsaq, onda (1.1.17) bərabərliyi ilə 

təyin olunan inteqral operatorun sıxan olduğunu görərik. Bu isə onu gostərir ki, 
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    tFxtx   

operator tənliyinin   nRTPC ;,0  fəzasında yeganə həlli vardır. Beləliklə, teorem isbat 

edildi. 

Bu bölmənin ikinci əsas nəticəsi Şauferin tərpənməz nöqtə teoreminə əsaslanan 

(1.1.1)-(1.1.3) sərhəd məsələsinin həllinin varlığı haqqında teoremin isbatına həsr 

olunmuşdur. 

 Teorem 1.2. Fərz edək ki, (H1) və (H2) şərtləri ilə birlikdə aşağıdakı şərtlər 

ödənilir: 

 (H3)   RRTf n ,0:  funksiyası kəsilməzdir və elə 01 N  ədədi vardır ki, 

istənilən  Tt ,0  və 
nRx  üçün  

1),( Ntxf   

bərabərsizliyi ödənir; 

 (H4) 
nn

k RRI : funksiyası kəsilməzdir və elə 02 N  ədədi vardır ki, 

istənilən  
nRx  üçün  

 
2

,...,2,1
)(max NxIk

Pk



 

bərabərsizliyi ödənir; 

Onda (1.1.1)-(1.1.3) sərhəd məsələsinin  T,0  parçasında ən azı bir həlli vardır. 

 Ġsbatı. Göstərək ki, yuxarıda qeyd olunan şərtlər daxilində (1.1.17) bərabərliyi 

ilə təyin olunan ))(( txF  operatorunun tərpənməz nöqtəsi vardır. Bunu göstərmək 

üçün bir neçə standart addımın aparılmasına ehtiyac vardır. 

Addım 1. Göstərək ki, teoremin şərtləri daxilində ))(( txF  operatoru 

  .;,0 nRTPC funksional fəzasında kəsilməzdir.   nRTPC ;,0  fəzasından elə  nx  

ardıcıllığını götürək ki,   nRTPC ;,0  fəzasında  xxn   olsun. Onda istənilən 

 1,  ii ttt  və pi ,...,1,0  üçün  

  dssxsfsxsfstKtxFtxF n

T

n ))(,())(,(),())(())((
0
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))(())((),(
1

kkknk

P

k
k txItxIttK 



 

münasibətini alarıq. Burada (H3) və (H4) şərtlərini nəzərə alsaq 

 



))(,())(,(max))(())((

,0
sxsfsxsfSTtxFtxF n

TS
n  

.))(())((
1





P

k
kkknk txItxIS  

bərabərsizliyini alarıq. Nəzərə alsaq ki,  xtf ,  və   ,,...,2,1, pkxIk   funksiyaları 

uyğun olaraq   nRR ,0 və 
nR fəzalarında kəsilməzdirlər, onda n  olduqda  

0))(())(( 
PCn txFtxF  

olduğu alınar. Bu isə onu göstərir ki, ))(( txF  operatoru   nRTPC ;,0  fəzasında 

kəsilməzdir. 

Aqddım 2. Göstərək ki, ))(( txF  operatoru   nRTPC ;,0  fəzasında 

məhduddur. Bu isə o deməkdir ki, istənilən 0  ədədi üçün elə 0l  ədədi vardır ki, 

istənilən 

     xRTPCxBx n :;,0  

üçün 

lxF ))((  

bərabərsizliyinin doğru olduğunu göstərməliyik. (H3) və (H4) şərtlərindən istifadə 

edərək və üçbucaq bərabərsizliyini tətbiq etsək 

))((),())(,(),())((
10

1
ii

P

i
i

T

txIttKdssxsfstKBNtxF  


  

bərabərsizliyini alarıq. Beləliklə, 

  lpNTNSBNtxF  
21

1))((  

olduğu alıdı. Buradan isə  

lxF ))((  

olduğu alındı. Bu isə ))(( txF  operatorunun   nRTPC ;,0  fəzasında məhdud 

olduğunu göstərir. 
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Assım 3. Bu addımda göstərəcəyik ki, ))(( txF  operatoru   nRTPC ;,0  

fəzasının məhdud çoxluğunu həmin fəzanın eynidərəcədən kəsilməz alt fəzasına 

inikas etdirir. Bunun üçün ixtiyari  121 ,,  ii tt  və 
21   nöqtələrini qeyd edək. 

Fərz edək ki, Bx , burada B  addım 2-də təyin olunan çoxluqdur. Onda biz 

aşağıdakı münasibəti alarıq: 

  







  

 dssxsfdnANxFxF
s2

0 0

1
12 ))(,())(())((



  

    
 dssxsfdnN

T T

s2

))(,(1



  

    







   

 dssxsfdnNdssxsfdnAN
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s

s

1

1

))(,())(,( 1

0 0

1





  

      












 

2

1

2

1

)(,()(,( 1

0

1









 dssxsfdnNdssxsfdnAN

T

s

s

 


2

1

.)(,(





dssxsf  

Buradan alınır ki, 

.))(,())(())((
2

1

21 




 dssxsfxFxF  

21    olduqda əvvəlki bərabərsizliyin sağ tərəfi tərəfi sıfıra yaxınlaşır. Bu isə o 

deməkdir ki, ))(( txF  operatoru   nRTPC ;,0  fəzasında eynidərəcədən kəsilməzdir. 

Nəzərə alsaq ki, ))(( txF  operatoru   nRTPC ;,0  fəzasında kəsilməzdir və 

eynidərəcədən kəsilməzdir, belə nəticəyə gəlirik ki, 

     nn RTPCRTPCF ;,0;,0:   

operatoru tamam kəsilməzdir. 

Addım 4. Göstərək ki, 

   })(::,0 xFxRTPCx n   



42 
 

çoxluğu müəyyən 10    üçün məhduddur. Fərz edək ki, müəyyən 10    üçün 

)(Fxx   bərabərliyi doğrudur. Onda ixtiyari  ,, 1 ii ttt ,,...,1,0 pi   üçün 

 







 



 )(),())(,(),()(
10

1
kn

P

k
ki

T

txIttKdssxsfstKBNtx   

bərabərliy doğrudur. Burada addım 2-də olduğu kimi  (H3) və (H4) şərtlərindən 

istifadə etməklə ixtiyari  Tt ,0  üçün 

 SpNTNBNtxF 21
1))((    

bərabərsizliyini alırıq. Beləliklə, istənilən  Tt ,0  üçün  

  RSpNTNBNx
PC

 
31

1
 

qiymətləndirməsini alırıq. Bu isə   çoxluğunun məhdud olduğunu göstərir. Buradan 

isə Şauferin tərpənməz nöqtə haqqındakı teoremin bütün şərtlərinin ödənildiyi alınır. 

Onda həmin teoremə əsasən (1.1.1)-(1.1.3) sərhəd məsələsinin  T,0  parçasında ən 

azı bir həlli vardır. 

Teorem isbat olundu. 

 1.1.4. (1.1.1)-(1.1.3) sərhəd məsələsinin həllinin sərhəd Ģərtlərinin sağ 

tərəfindən kəsilməz asılılığı.  

İndi isə (1.1.1)-(1.1.3) sərhəd məsələsinin həllinin sərhəd şərtlərinin sağ tərəfindən 

kəsilməz asılılığını təmin edən kafi şərtlər verək. Bunun üçün aşağıdakı kimi sərhəd 

məsələlərinə baxaq: 

  ,...,,2,1,,,0)),(,()( pittTttxtftx ijj                          (1.1.18) 

    ,2,1,)0(
0

  jBdttxtnAx j

T

jj                                   (1.1.19) 

....,,2,1)),(()()( pitxItxtx ijiijij                         (1.1.20) 

 Teorem 1.3. Fərz edək ki, (H1) və (H2) şərtləri ödənir və bundan əlavə .1L

Onda ixtiyari 
nRBB 21,  üçün və (1.18)-(1.20) sərhəd məsələlərinin uyğun 21, xx  

həlləri üçün aşağıdakı qiymətləndirmə doğrudur: 

      .1 21
11

21 BBNLtxtx  
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 Ġsbatı. Fərz edək ki, 
nRBB 21,  ixtiyari iki nöqtədir və 

21, xx  isə (1.1.18)-

(1.1.20) sərhəd məsələlərinin uyğun həlləridir. Onda (1.1.7) bərabərliyinə əsasən  




 
P

i
iii

T

txIttKdssxsfstKBNtx
1

1

0

11
1

1 ))((),())(,(),()(  

və 




 
P

i
iii

T

txIttKdssxsfstKBNtx
1

2

0

22
1

2 ))((),())(,(),()(  

bərabərlikləri doğrudur. Bu bərabərlikləri tərəf-tətəfə çıxsaq 

    
21

1
21 )( BBNtxtx  

 


P

k

kkkkk txItxIttK
1

21 ))(())((),(  

  

T

dssxsfsxsfstK
0

21 ))(,())(,(),( (1.1.21) 

bərabərliyini alarıq. İndi isə (H1) və (H2) şərtlərini (1.1.21) bərabərliyində nəzərə 

alsaq 

           
  dxxSMBBNtxtx

T

0

2121

1

21
 

   kk

p

i

i txtxlS 21

1

 


 

münasibəti alınar. Buradan isə   

       txtxlMTSBBNtxtx
p

i
i 21

1
21

1
21 








 



  

bərabərsizliyi alınır. Əgər burada 1L  olduğunu nəzərə alsaq  

      21
11

21 1 BBNLtxtx  
 

qiymətləndirilməsi alınır. Teorem isbat edildi. 
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1.1.5. (1.1.1)-(1.1.3) sərhəd məsələsinin həllinin sistemin sağ tərəfindən 

kəsilməz asılılığı 

(1.1.1)-(1.1.3)  sərhəd məsələsi ilə yanaşı  aşağıdakı kimi implus şərtli sərhəd 

məsələsi üçün də araşdırılmışdır: 

    ,, txtFtx   ,,0 Tt ,itt  ,...2,1 pi                             (1.1.22) 

      ,0
0

 

T

BdttxtnAx                                             (1.1.23) 

     .,...2,1, pitxJtx iii                                       (1.1.24) 

Fərz edək ki, (1.1.22)-(1.1.24) impuls təsirli məsələsində ilkin verilənlər aşağıdakı 

şərtləri ödəyir. 

(H1
1
) Elə 0M  ədədi vardır ki, istənilən  Tt ,0  üçün və istənilən 

nRyx ,  üçün  

    yxMytFxtF  ,,  

bərabərsizliyi ödənilir, 

 12H  Elə pili ,...,2,1,0   ədədləri vardır ki, istənilən 
nRyx ,  üçün  

    yxlyJxJ iii   

bərabərsizliyi doğrudur. 

Bundan əlavə 

0det N  

burada  

T

dttnAN
0

. 

Yuxarıda göstərmişik ki,  

1
1









 



p

i
ilTMSL  

munasibəti  ödənərsə, onda (1.1.22)-(1.1.24) sərhəd məsələsinin yeganə həlli vardır 

və bu həll  1,  ii ttt pi ...2,1 üçün  

        

T

dssxsFstKBNtx
0

1 ,,  

    



p

k

kkk txJttK
1

,                                                    (1.1.25) 
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inteqral tənliyinin həllidir. 

Teorem 1.4. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənilir: 

a)Teorem 1.1-in bütün şərtləri ödənilir və     nRTPCtx ;,0  funksiyası (1.1.1)-(1.1.3) 

sərhəd məsələsinin yeganə həllidir: 

b) (H1
1
) və (H2

1
) şərtləri ödənilir; 

c) Elə    TLt ,01 funksiyası vardır ki, ixtiyari   ittTt  ,,0 , pi ...2,1  üçün və 

nRx üçün 

     txtFxtf  ,,  

bərabərsızliyi ödənilir; 

d) Elə pii ...2,1,   ədədləri vardır ki, istənilən üçün     pixJxI iii ,...2,1,    

bərabərsizliyi ödənilir: 

Əgər    nRTPCy ;,0 funksiyası  (1.1.25) inteqral tənliyinin həllidirsə, onda 

  .
0














  





T p

ik

kdttSyx   

İsbatı: Aşağıdakı kimi  

     nn RTPCRTPCF ;,0;,0:   

və 

     nn RTPCRTPCQ ;,0;,0:   

təyin edək: 

            


 
p

k

kkk

T

txİttKdssxsFstKBNtFx
10

1 ,,, , 

            .,,,
10

1 


 
p

k

kk

T

tkJttKdssxsFstKBNtQx  

Teorem 1.1-in bütün şərtləri ödəndiyindən alınır ki,   tFx  və   tQx  operatorlarının 

hər biri sıxan operatordur və (1.1.15) və (1.1.25) tənliklərinin hər birinin yeganə həlli 

vardır. 

İxtiyari   nRTPCx ;,0(  üçün 
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T

dssxsfsxKtQxtxF
0

,,  

          


Tp

k

kkk dssxsFstKtxIttK
01

,,,  

               


dssxsFsxsfstKtxJttK

Tp

k

kkk



,,,,
1

 

         


p

k

kkkkk txJtxIttK
1

,  

    .
0 10 1














   



T p

k

k

T p

k

k dttSSdttS   

Teorem 1.1-i tətbiq edərək 

 













  





T p

k

kBdttSyx



1

 

münasibətini alırıq. 

İndi isə daha ümumi hala baxaq  

       ,,...2,1,,,0,, pittTttxtftx ijjj 
                          

(1.1.26) 

      
T

jjj BdttxtnAx
0

0                                      (1.1.27) 

     ;2,1,,...2,1,  jpitxItx ij
j

iij
                         (1.1.28) 

Aydındır ki, (1.1.26)-(1.1.28) sərhəd məsələsi 2,1j  olduqda 2 müxtəlif sərhəd 

məsələsidir. Fərz edər ki, aşağıdakı şərtlər ödənilir 

(H1¹¹) Elə 2,10  jM j  sabit ədədləri vardır ki,  Tt ,0  və 
nRyx ,  üçün  

    2,1,,,  jyxMytfxtf jjj  

münasibəti doğrudur; 

(H2¹¹) Elə 2,1,,...2,10  jpil j  sabitləri vardır ki, ixtiyari 
nRyx ,  üçün  

    2,1,,...2,1,  jpiyxlyIxI j
i

j
i

j
i  

münasibətləri doğrudur. 

Teorem 1.1.-ə əsasən 
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2,1,1
1









 



jlTMSL
p

i

j
ijj  

Olduqda (1.1.26) -(1.1.28) sərhəd məsələlərinin yeganə həlli vardır və bu məsələləri 

aşağıdakı kimi inteqral tənliklərə ekvivalentdir. 

        

T

jjj dssxsfstKBNtx
0

1 ,,  

    



p

k

kj

j

kk txIttK
1

,                                               (1.1.29) 

Teorem 1.5 Fərz edək ki, aşağıdaki şərtlər ödənilir: 

a¹).Teorem 1.1-in bütün şərtləri ödənilir və   2,1, jtx j  funksiyaları (1.1.26)-

(1.1.28) məsələlərinin yeganə həllidir. 

b¹). (H1¹¹) və (H2¹¹) şərtləri ödənilir. 

c¹). Elə     TLt ,01  funksiyası vardır ki, ixtiyari   pittTt i ,...2,1,,,0   üçün və 

nRx  üçün  

     txtfxtf  ,, 21  

bərabərsizliyi doğrudur: 

d¹). Elə 0j
i  ədədləri vardır ki, istənilən 

nRx  üçün  

    iii xIxI  21  

bərabərsizliyi doğrudur. 

Əgər      2,1,;,0  jRTPCtx n

j  funksiyaları (1.1.29) tənliklərinin həlləridirsə, onda  

     













  





T p

k

kdttSBBNtxtx
0 1

21

1

21               (1.1.30) 

İsbatı:         2,1,:,0:,0:  jRTPCRTPCtxF nn
j  

operatorlarına baxaq, burada  

             


 

T p

k

j

kkjjj txIttKdssxsfstKBNtxF
0 1

1 ,,,     (1.1.31) 

kimi təyin olunmuşdur. Qeyd edildiyi kimi, teoremin şərtləri daxilində (1.1.30) 

bərabərliyi ilə təyin olunan operatorlar sıxan operatorlardır. 
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Ona görə də, (1.1.29) bərabərlikləri ilə təyin olunan inteqral tənliklərin yeganə həlləri 

vardı. İxtiyari     nRTPCtx ;,0  götürək. Onda ixtiyari  Tt ,0  üçün  

                  
 dssxsfsxsfstKBBNtxFtxF

T



,,, 2121

1

21  

         


p

k

kkkkk txItxIttK
1

21,  

       
T

dssxsfsxsfSBBN


,, 2121
1  

       


p

k
kkkk txItxIS

1

21  

  


 

T p

k

kSdttSBBN



1

21

1  

  .
1

1
21

1









  




T

k
kdttSBBN



  

Teorem isbat edildi. 

İsbat etdiyiniz teoremdən aşağıdakı nəticə alınır. 

Nəticə. 

(I). (1.26) -(1.28) sərhəd məsələlərinin həlləri qeyri-lokal sərhəd şərtindəki, sistemin 

sağ tərəfindən və impuls şərtlərindən kəsilməz asılıdır.  

(II). Əgər   0t  olarsa, (1.31) bərabərsizliyi göstərir ki, (1.26)-(1.28) sərhəd 

məsələlərinin həlləri və impuls şərtlərindən və sərhəd şərtlərinin kəsilməz asılıdır.  

(III). Əgər 21 BB   olarsa (1.26)-(1.28) sərhəd məsələsinin həlləri sistemin sağ 

tərəfindən və impuls şərtlərindən kəsilməz asılıdır. 

(İV). Əgər pkk ,...2,1,0   olarsa (1.1.26)-(1.1.28) sərhəd məsələsinin həlləri 

sistemin sağ tərəfindən və sərhəd şərtlərindən kəsilməz asılıdır.  
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1.2. Qeyri-lokal Ģərtli inteqro-diferensial tənliklərin həllinin varliği və yeganəliyi 

 

 Məlumdur ki, fizikanın, biologiyanın, iqtisadiyyatın bir sıra problemlərinin 

riyazi modelləri inteqro-diferensial tənliklərlə təsvir olunur.  

 Hal-hazırda qeyri-lokal şərtli inteqro-diferensial tənliklərin həllinin varlığı və 

yeganəliyi intensiv öyrənilməyə başlanılmışdır. Bu yarımfəsildə biz inteqro-

diferensial tənliklər sistemi üçün bir qeyri-lokal şərtli sərhəd məsələsinə baxılmışdır. 

Baxılan sərhəd məsələsi kifayət qədər ümumidir və xüsusi hallarda Koşi məsələsini, 

inteqral tipli sərhəd məsələsini və sair xüsusi halları özündə saxlayır.  

1.2.1. Məsələnin qoyuluĢu və köməkçi faktlar
 

 Bu yarım fəsildə aşağıdakı kimi qeyri-lokal şərtli sərhəd məsələsinə 

baxılacaqdır:  

       ,,0,(,,,,
0

Ttdssxstgtxtftx

t














                                           (1.2.32) 

      

T

BdttxtnAx
0

,0                             (1.2.33) 

burada  Tnxxxx ,..., 21 -u ölçülüvektor,   nnnn RtnRA   , –verilmiş matrislərdi və o 

,0det N  burada  

T

dttnAN
0

;   ,,0: nnn RRRTf      nn RRTTg  ,0,0:  

verilmiş funksiyalardır. 

Bu bölmədə (1.2.32)-(1.2.33) qeyri-lokal sərhəd məsələsini tədqiq etmək üçün bəzi 

zəruri faktları və tərifləri verəcəyik  T,0  parçasında təyin olunmuş kəsilməz 

funksiyalar fəzasını   nRTC ;,0  ilə işarə edək. Aydındır ki, bu fəza baxax fəzasıdır və 

bu fəzada norma 

 
 txx

T,0
max  

kimi təyin olunur, burada   ilə nR  fəzasında norma işarə edilmişdir. 

(1.2.32), (1.2.33) qeyri-lokal sərhəd məsələsinin həllini aşağıdakı kimi təyin edək.  

Tərif.     nRTCtx ;,0  funksiyası istənilən  Tt ,0  üçün 
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t

dssxstgtxtftx
0

,,,,  

inteqro-diferensial tənliyini ödəyirsə, və  tx  funksiyası (1.2.33) sərhəd şərtini 

ödəyirsə, onda     nRTCtx ;,0  funksiyası (1), (2) qeyri-lokal sərhəd məsələsinin həlli 

adlanır.   

(1.2.32), (1.2.33) sərhəd məsələsini tədqiq etmək üçün aşağıdakı kimi model sərhəd 

məsələsinə baxaq: 

     ,,0, Tttytx                                                              (1.2.34) 

      ,0
0

BdttxtnAx
T

                                                           (1.2.35) 

burada     nRTCty ;,0  verilmiş funksiyadır. 

Lemma 2.1. (1.2.34), (1.2.35) qeyri-lokal sərhəd məsələsinin həlli  Tt ,0  üçün  

      

T

dssystKBNtx
0

1 ,                                                   (1.2.36) 

formulası ilə ifadə olunur. Burada  

 

 

 






































T

t

t

TstdssnN

tsdssnAN

stK

,

,0,

,

1

0

1

 

kimi təyin olunmuşdur. 

İsbatı: (1.2.34) bərabərliyinin  hər tərəfini 0 -da t -yə inteqrallayaq. Nəticədə  

     

t

dssyxtx
0

0                                                           (1.2.37) 

bərabərliyini alarıq, burada  0x  hələlik məlum olmayan ixtiyari n -ölçülü vektordur. 

Bu vektoru təyin etmək üçün (1.2.35) şərtindən istifadə edəcəyik. Bunun üçün 

(1.2.37) bərabərliyini  (1.2.35) şərtində nəzərə alaq. Nəticədə 

        BddssyxtnAx

tT














 

00

00                                           (1.2.38) 

bərabərliyini alırıq. (1.2.38) bərabərliyini  ona ekvivalent 
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T tT

dsdtsytnBxdttnA
0 00

0                                           (1.2.39) 

şəklində yazaq. Şərtə görə 0det N  olduğundan (1.2.39) bərabərliyindən 

      
 

T t

dsdtsytnNBNx
0 0

110                             (1.2.40) 

bərabərliyini alarıq. (1.2.40) bərabərliyində   

          

T t T T

t

dttdsysndsdtsytn
0 0 0

 

eynilinin doğru olduğunu nəzərə alsaq (1.2.40) bərabərliyini  

      
 

T T

t

dttdsysnNBNx
0

110                                        (1.2.41) 

şəklində yazmaq olar. (1.2.41) bərabərliyini (1.2.37)-da nəzərə alsaq  

          

T T

t

t

dssydttdsysnNBNtx
0 0

11                         (1.2.42) 

bərabərliyi alınır. (1.2.42) bərabərliyinin sağ tərəfində ekvivalent çevirmələri aparaq 

         

t T T

t

dttdsysnNdssy
0 0

1  

              

t t T

t

Tt

ddsysnNddsysnNdssy
 


0

11  

         
 















T

t

Tt T

t

ddsysnNdydssnNE


 1

0

1                              (1.2.43) 

(1.2.43) bərabərliyinin sağ tərəfindəki birinci toplananın üzərində aşağıdakı 

çevirmələri aparaq 

          


























 

t t TT

t

dydssnNNdydssnNE
0 0

11 


 

       












 

t T

t

T

dydssndttnAN
0 0

1   

     












 

t t

dydssnAN
0 0

1                                                (1.2.44) 

Beləliklə, (1.2.44) bərabərliyini (1.2.43) bərabərliyində nəzərə alsaq 
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t T T

t

dttdsysnNdssy
0 0

1  

         
 















t T

t

Tt

ddsysnNdydssnAN
0

1

0

1



  

bərabərliyini alarıq. Əgər  

 

 

 






































T

t

t

TstdssnN

tsdssnAN

stK

,

,0,

,

1

0

1

 

matris funksiyasını daxil etsək, (1.2.42) bərabərliyini  

      

T

dssystKBNtx
0

1 ,  

şəklində yaza bilərik.  

Lemma 2.1. isbat edildi. 

İsbat edilmiş Lemmadan aşağıdakı nəticə alınır. 

Nəticə:  i   BNtx 1  sabit vektor funksiyanı  

  0tx  

tənliyinin 

      

T

BdttxtnAx
0

0  

qeyri-lokal şərtli sərhəd məsələsinin həllidir.  

Doğrudan da, (5) bərabərliyində   0ty  götürsək  i  faktının doğruluğunu alarıq. 

 ii      
T

dssystKtx
0

,  funksiyası  

   tytx   

tənliyinin 

      

T

dttxtnAx
0

00  
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qeyri-lokal şərtli sərhəd məsələsinin  həllidir. Bu faktın doğruluğuna əmin olmaq 

üçün (1.2.36) bərabərliyində 0B  götürmək kifayətdir və yaxud bilavasitə 

yoxlamaqla əmin olmaq olar. 

          













































   



T

t

T

s

t s

dssydnNdssydnANtx 
0 0

1  

        












 

T

t

t

tydnNtydnAN  1

0

1  

         .1

0

1 tytNyNtydndnAN

t T

t














 

    

Beləliklə,      
T

dssystKtx
0

,  funksiyası  

   tytx   

tənliyini ödəyir. İndi isə       

T

dttxtnAx
0

00  sərhəd şərtini ödəməsinə əmin olduq.  

Lemma2.2. Fərz edək ki,   .;,0 nnn RRRTCf   Onda     nRTCtx ;,0  

funksiyasının (1.2.32), (1.2.33) sərhəd məsələsinin həlli olması üçün zəruri və kafi 

şərt     nRTCtx ;,0  funksiyasının  Tt ,0  üçün  

      dssxsfstKBNtx

T

 

0

1 ,,                            (1.2.45) 

inteqral tənliyinin həlli olmasıdır. 

Lemmanın isbatı aşağıdakı mühakimələrdən alınır. Əgər     nRTCtx ;,0  funksiyası 

(1.2.32), (1.2.33) sərhəd məsələsinin həllidirsə, onda Lemma 1-dəki analoji 

mühakimələrin köməyi ilə     nRTCtx ;,0  funksiyasının (1.2.45) inteqral tənliyinin 

həllidir.  

Bu faktın əksidə doğrudur. Doğrudanda (1.2.45) tənliyini 

        












 

t s

dssxsfdnANBNtx
0 0

11 ,  

     


T

t

T

s

dssxsfdnN ,1   
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şəklində yaza bilərik. Bu bərabərliyin hər tərəfindən törəmə alsaq, 

       






























  



t s

dssxsfdnANBNtx
0 0

11 ,  

     
















  



T

t

T

s

dssxsfdnN ,1   

          












 

T

t

t

txtfdnNtxtfdsnAN ,, 1

0

1   

     txtftxtNfN ,,1    

 İndi isə göstərək ki, (1.2.45) inteqral tənliyinin həlli (1.2.33) şərtini ödəyir. 

Doğrudan da 

              

T T T

t

dttxtfdnANdttxtnAx
0 0

1 ,0   

       

























   

 dtdssxsfdnANBNtn

T t s

0 0 0

11 ,  

        


t T

t

T

s

dsdtsxsdsfnNtn
0

1 ,  

Bu bərabərliyi  

              

T t T

dtxdsfsnANdttxtnAx
0 0

1 ,0


  

       

T

t

T

dtxdsfsnAN


 ,1  

            












 

T t t s

dxfdnANnBdtNtn
0 0 0 0

11 ,   

         












 

T

t

t

dsxfdnANn
0 0

1 , 


 

                 
 

t T T

t

T T

s

T

s

dxfdnNndxfdnNn
0

11 ,,
 

  

şəklində yaza bilərik. 

Burada  
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t t

dsfdssnAN
0 0

1 ,   

      












 

t T

dxfdssnNE
0

1 , 


 

bərabərliyini nəzərə alsaq 

            












 

t T

t

TT

dxdsfsnNdxfdssnNE
0

11 ,,


  

          
t T T

t

dxtdsfsnNdssxsf
0 0

1 ,,   

bərabərliyinin doğruluğunu alırıq. 

Nəhayət, 

            

T t T T

t

dttxtdsfsndsdtsxsftn
0 0 0

,,  

eyniliyinin nəzərə alsaq  

         












 

T T

BNBNBNdttnAdttxtnAx
0

11

0

0  

alarıq. 

Beləliklə, göstərdik ki, (1.2.45) inteqral tənliyinin həlli (1.2.33) şərtlərini ödəyir. 

1.2.2. Əsas nəticələr. 

Bu bölmədə yarımfəslin iki əsas nəticəsini qeyd edəcəyik. Birinci əsas nəticə Banaxın 

tərpənməz nöqtə prinsipinə əsaslanaraq (1.2.32), (1.2.33) qeyri-lokal sərhəd 

məsələsinin həllinin varlığı və yeganəliyinə həsr edilmişdir. 

Teorem 2.1. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənir: 

 1H . Elə 01 M  və 02 M  sabitləri vardır ki,  istənilən  Tt ,0  üçün və ixtiyarı 

  nRyx 2,   və   nRyx 2,   üçün  

     ,,,,, 1 yyxxMyxtfyxtf   

    yxMystgxstg  2,,,,  

bərabərsizlikləri doğrudur: 

Əgər 
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1
2

1 2
1 


















TM
TMSL                                             (1.2.46) 

Şərti ödənərsə, onda (1.2.32), (1.2.33) qeyri-lokal sərhəd məsələsinin yeganə həlli 

vardır. 

Burada S  sabiti 

 stKS
Tst

,max
,0 


 

bərabərliyi ilə təyin olunur. 

İsbatı. Teoremi isbat  etmək üçün Banaxın tərpənməz nöqtə prinsipindən istifadə 

edəcəyik.  

     nn RTCRTCF ;,0;,0:   

operatorunu təyin edək: 

           












 

T s

dsdxsgsxsfstKBNtFx
0 0

1 ,,,,,                        (1.2.47) 

burada   .,0 Tt  

Aydındır ki, (1.2.47) bərabərliyi ilə təyin olunan   tFx  operatorunun 

tərpənməz nöqtəsi (1.2.32)-(1.2.33) qeyri-lokal sərhəd məsələsinin həllidir. Banaxın 

sıxılmış inikas prinsipinin köməyi ilə göstərək ki, (1.2.47) operatoru sıxandır, yəni 

(1.2.32), (1.2.33) məsələsinin yeganə həlli vardır.  

 Fərz edək ki,    nRTCyx ;,0,   ixtiyari iki elementdir. Onda ixtiyari  Tt ,0  

üçün aşağıdakı münasibəti ala bilərik: 

       tFytFx  

            .,,,,,,,,
000

dsdysgsysfdxsgsxsfstK

ssT





























    

Burada  1H  şərtindən istifadə edərək 

       tFytFx  

            













   dsdssystgdssxstgtytxMstK

t tT

0 0

1

0

,,,,,  
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T t t

dtdssystgdssxstgtytxSM
0 0 0

1 ,,(,,  

         










T t

dtdssysxMtytxSM
0 0

21  

münasibətini alırıq. İndi isə bərabərsizliyin sağ tərəfində   nRTC ;,0  fəzasının 

normasından istifadə edək: 

       tFytFx  

.
2

2

21









 yx
T

MyxTSM  

sonuncu bərabərsizliyi 

      yx
M

TMStFytFx 

























2
1 2

1  

şəklində yazaq. 

Beləliklə, son nəticə olaraq 

      yxLtyFtxF   

münasibətini aldıq. Burada (1.2.46) şərtini nəzərə alsaq   txF  operatorunu sıxan 

operator olduğu alınır. Bu isə öz növbəsində (1.2.45) inteqral tənliyinin yeganə həlli 

olduğunu göstərir. (1.2.45) inteqral tənliyi (1.2.32), (1.2.33) qeyri-lokal sərhəd 

məsələsinə ekvivalent olduğundan alırıq ki, (1.2.32), (1.2.33) məsələsinin yeganə 

həlli vardır.  

Bu yarım fəslin ikinci əsas nəticəsi baxılan sərhəd məsələsinin heç olmasa bir 

həllinin olmasına həsr olunmuşdur. Bu nəticə Şauferin tərpənməz nöqtə haqqındakı 

teoremə əsaslanmışdır.  

Teorem 2.2. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənir  

 (H2)   nnn RRRTf ,0:  funksiyası kəsilməzdir və elə 01 N  sabiti vardır ki, 

istənilən  Tt ,0  üçün və ixtiyari   nRyx ,  üçün  

  1,, Nyxtf   

bərabərsizliyi doğrudur. 
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 Onda (1.2.32), (1.2.33) qeyri-lokal sərhəd məsələsinin  T,0  parçasında ən azı 

bir həlli vardır.  

İsbatı: Teoremi isbat etmək üçün teoremin şərtləri daxilində   tFx operatorunun 

tərpənməz nöqtəyə malik olduğunu göstərmək lazımdır. Bu isə bir neçə addımın 

köməyi ilə aparılır. 

I Addım. Əvvəlcə göstərək ki, teoremin şərtləri daxilində   tFx  operatoru 

  nRTC :,0  fəzasında kəsilməzdir. Fərz edək ki,   txn  funksional ardıcıllığı 

  nRTC :,0  fəzasından götürülmüşdür və ,xxn    nRTCx :,0 . 

Onda ixtiyari  Tt ,0  üçün 

             







T s

nnn dsxsgsxsfstKtxFtxF
0 0

,,,,,,,   

        





T s

nn dsxsgsxsfstK
0 0

,,,,   

        



 

T s

nn dxsgsxsfstK
0 0

,,,,   

     .,,,,
0

dsdxsgsxsf

s

n 












    

Burada (H2) şərtini nəzərə alsaq  

       txFtxF n  

 
          .,,,,,,,,,max

00
,0 





























ss

nn
T

dxsgsxsfdxsgsxsfST   

Burada     














t

dsxstgtxtf
0

,,,,   funksiyasının öz arqumentlərinə nəzərən kəsilməz 

olduğunu nəzərə alsaq, n  olduqda 

       0 txFtxF n  

olduğunu alarıq. Sonuncu münasibət göstərir ki,   txF  operatoru   nRTC ;,0  

fəzasında kəsilməzdir. 
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II Addım. Bu addımda biz göstərəciyik ki,   txF  operatoru   nRTC ;,0  fəzasında 

məhduddur. Bu isə ona ekvivalentdir ki, istənilən 0  üçün elə 0l  ədədi vardır 

ki, istənilən 

     xRTCxBx n :;,0  

üçün 

   lxF   

bərabərsizliyi ödənilir. (H2) şərtindən və üçbucaq bərabərsizliyindən istifadə edərək 

          












  



T s

dsdxsgsxsfstKBNtxF
0 0

1 ,,,,,   

        












 

T s

dsdxsgsxsfstKCN
0 0

1 ,,,,,   

1
1 STNCN   . 

Beləliklə 

   .1
1 lSTNCNtxF    

Bu isə   txF  operatorunun   nRTC ;,0  fəzasında məhdudluğunu göstərir. 

III Addım. Göstərəcəyik ki,   txF  operatoru məhdud çoxluğu   nRTC ;,0  fəzasının 

eynidərəcədən  kəsilməz funksiyalar fəzasına inikas etdirir. Fərz edək ki, 

 T,0, 21   ixtiyari iki nöqtədir  və 21    münasibəti doğrudur. B  isə II addımda 

təyin olunan məhdud çoxluqdur. Bx  ixtiyari elementini götürək: 

      12  xFxF  
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 dsdxsgsxsfdndnAN
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s
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2

1 0
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 dsdxsgsxsf

s

 

münasibətini alarıq. Buradan isə  

            














2

1 0

12 ,,,,





 dsdxsgsxsfxFxF

s

 

bərabərsizliyini alırıq. 

12    olduqda sonuncu bərabərsizliyin sağ tərəfi sıfıra yaxınlaşır. Beləliklə, 

  txF operatoru kəsilməz olmaqla yanaşı eyni dərəcədən kəsilməzdir. Bu isə onu 

göstərir ki, 

     nn RTCRTCF ;,0;,0:   

operatoru tamam kəsilməzdir. 

IV Addım. Göstərək ki,  

     xFxRTCx n  :;,0  

çoxluğu 10    üçün məhduddur.  

Fərz edək ki, müəyyən 10    üçün  Fxx   bərabərliyi doğrudur. Onda ixtiyari 

 Tt ,0  üçün  
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T s

dsdxsgsxsfstKBNtx
0 0

1 ,,,,,   

bərabərliyi doğrudur. 

Teoremin şərtlərini nəzərə alsaq və II addımdakına analoji olaraq  Tt ,0  üçün 

   TSNBNtxF 1
1    

münasibəti alınar. Nəhayət  

RTSNBNx  
1

1  

qiymətləndirməsi alınar. Sonuncu münasibət göstərir ki,   çoxluğu məhduddur. Bu 

isə Şauterin tərpənməz nöqtə haqqındakı teoremin bütün şərtlərini ödəyir. Beləliklə, 

  txF  operatorunun tərpənməz nöqtəsi vardır və (1.2.32), (1.2.33) qeyri-lokal 

sərhəd məsələsinin ən azı bir həlli vardır. Teorem isbat edildi. 

 

1.2.3.  (1.2.32), (1.2.33) sərhəd məsələsinin həllinin (1.2.33) sərhəd Ģərtlərinin sağ 

tərəfindən kəsilməz asılılığı. 

 

 Aşağıdakı kimi sərhəd məsələlərinə baxaq: 

        Ttdssxstgtxtftx

t

jjj ,0,,,,,
0














                            (1.2.48) 

      

T

jjj jBdttxtnAx
0

2,10                         (1.2.49) 

Teorem 2.3. Fərz edək ki, teorem 1-in şərtləri doğrudur. 
nRBB 21,  ixtiyari 

nöqtələrdir,  tx1  və  tx2  isə bu nöqtələrə uyğun (1.2.48), (1.2.49) sərhəd 

məsələlərinin həllidir.Onda  

  21

11

21 1 BBNLxx  
 

qiymətləndirməsi doğrudur. 

İsbatı. Teorem 1-in bütün şərtləri ödəndiyi üçün (1.2.48), (1.2.49) qeyri-lokal sərhəd 

məsələlərinin yeganə həlli vardır. jB  nöqtəsinə uyğun həlli  tx j  ilə işarə edək. Onda  

         dsdxsgsxsfstKBNtx

T s

  












 

0 0

111

1

1 ,,,,,                     (1.2.50) 
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 və  

         dsdxsgsxsfstKBNtx

t s

  












 

0 0

22

1

2 ,,,,,                        (1.2.51) 

 bərabərlikləri doğrudur. (18) və (19) bərabərliklərini tərəf-tərəfə çıxaq. Onda  

        






  dssxsgsxsftxtx

s

0

1121 ,,,,   

      dsdxsgsxsf

s





 

0

22 ,,,,                                            (1.2.52) 

bərabərliyini alarıq.  

Bu bərabərliyindən aşağıdakı münasibəti alarıq: 

          



  
sT

dxsgsxsstktxtx
0

11
9

21 ,,,,,   

    






 

 21

1

0

22 ,,,, BBNdsdxsgsxsf

s

                              (1.2.53) 

 (1.2.54) bərabərsizliyinin sağ tərəfinə (H1) şərtini tətbiq etsək 

                
T s

dsdxsgsxsgsxsxSMtxtx
0 0

2121121 ,,,,   

21
1 BBN    

bərabərsizliyini alarıq. Buradan isə  

       

21

1

21 BBNtxtx  

        


ddssxsxMxxSM
T










 
0 0

212211  

münasibətini alarıq. Əgər burada   nRTC ;,0  fəzasında normaya keçsək 

  21
2

121

1

21
2

1 xx
TM

TMSBBNxx 







   

bərabəsizliyini alarıq. Burada 1L olduğunu nəzərə alsaq 

  21

11

21 1 BBNLxx  
 

alarıq. Teorem isbat edildi.  
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1.3. QEYRĠ-LOKAL ġƏRTLĠ VƏ ĠMPULS TƏSĠRLĠ QEYRĠ-XƏTTĠ  

ĠNTEQRO-DĠFFERENSĠAL TƏNLĠKLƏR SĠSTEMĠNĠN HƏLLĠNĠN 

VARLIĞI VƏ YEGANƏLĠYĠ 

 

 

1.3.1. Məsələnin qoyuluĢu 

Aşağıdakı kimi impuls təsirli inteqro-differensial tənliklər sistemini tədqiq edəcəyik: 

         pitiTtdssxstgtxtftx i

t

,...2,1,,0,,,,.
0














             (1.3.54) 

(1.3.54)tənliyi üçün aşağıdakı kimi qeyri-lokal sərhəd məsələsinə baxaq 

      

T

BdttxtnAx
0

0 .                                                (1.3.55) 

Fərz edək ki, (1.3.54) inteqro-diferensial tənliyinin həlli (1.3.55) sərhəd şərti ilə 

yanaşı 

       pitxItxtx iiii ,...,2,1, 
                                    (1.3.56) 

impuls şərtlərini də ödəyir, burada TTttt pp  110 ...0  verilmiş nöqtələrdir. 

nnRA   və   nnRtn   matrisləri ötən paraqraflardakı şərtləri ödəyir, yəni ,0det N

  .
0



T

dttnAN   nnn RRRTf ,0:  və     nn RRTTg  ,0,0:  funksiyaları verilmiş 

kəsilməz funksiyalardır,  itx  və  itx  ilə  tx funksiyasının itt   nöqtəsində uyğun 

olaraq sağ və sol limitləridir.  

  nRTC ;,0  ilə  T,0  parçasında təyin olunmuş qiymətləri isə nR  fəzasında kəsilməz 

funksiyalar fəzasını işarə edəcəyik. Aydındır ki, bu fəza banax fəzasıdır və bu fəzada 

norma 

 
 txx

T,0
max  

kimi təyin olunur.  



64 
 

  nRTPC ;,0  ilə  T,0  parçasında təyin olunmuş qiymətləri isə 
nR  fəzasında olan 

hissə-hissə kəsilməz funksiyalar fəzasını işarə edəcəyik və bu xətti fəza aşağıdakı 

kimi təyin olunur: 

     ;,0:;,0 nn RTxRTPC        txpiRttCtx n

ii ;,...1,0,,, 1    

funksiyasının itt   nöqtələrində sonlu sağ və sol limitləri vardır;    ii txtx 
 

Aydındır ki, bu qayda ilə təyin olunan   nRTPC ;,0  xətti fəzası xəttidir və burada 

norma 

  
 pixx

ii ttCPC
,...2,1,0,max

1,




 

kimi təyin olunur.  

Tərif. Əgər     nRTPCtx ;,0  funksiyası       













 

t

dssxstgtxtftx


,,,,  diferensial 

tənliyinin həllidirsə və Tttttt pp  1210 ...0  nöqtələrində  

         pitxItxtxtx iiiii ,...2,1,  
 

bərabərlikləri ödənərsə və bundan əlavə (1.3.55) şərti doğru olarsa, onda  txx   

funksiyası (1.3.54)-(1.3.56) sərhəd məsələsinin həlli adlanır. 

Teorem 3.1. Fərz edək ki,   ,;,0 nnn RRRTCf      nn RRTTCg ;,0,0  və 

pi ,...2,1 üçün    nn
i RRCxI ; şərtləri doğrudur.     nRTPCtx ;,0 funksiyasının 

(1.3.54)-(1.3.56)  sərhəd məsələsinin həlli olması üçün zəruri və kafi şərt 

    nRTPCtx ;,0  funksiyasının    pittt ii ,...2,1,0,, 1    üçün  

             


 














p

i

ii

T s

xİttKdxsgsxsfstKBNtx
10 0

1 ,,,,,,                     (1.3.57) 

impulsiv inteqral tənliyinin həllinin olmasıdır.  

 

1.3.2. Əsas nəticələr. 

 

Əvvəlcə (1.3.54)-(1.3.56) sərhəd məsələsinin həllinin varlığı və yeganəliyi üçün kafi 

şərtlər tapaq. Bu kafi şərt Banaxın tərpənməz nöqtə prinsipinə əsaslanmışdır.  
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Teorem 3.2 Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər doğrudur.  

(H1) İxtiyari  Tt ,0  üçün və istənilən     nn RyxRyx 22 ,,,  üçün elə 01 M və  

02 M sabitləri vardır ki,  

     yyxxMyxtfyxtf  1,,,,  

    yxMystgxstg  2,,,,  

bərabərsizlikləri doğrudur.  

(H2) Elə pili ,...2,1,0   sabitləri vardır ki, istənilən 
nRyx ,  üçün  

    yxlyIxI iii   

Əgər 

1
2

1
1

2
1 

















 



p

i

il
TM

TMSL

                                   

(1.3.58) 

olarsa(1.3.54)-(1.3.56)  sərhəd məsələsinin yeganə həlli vardır, burada 

 stKS
Tst

,max
,0 

  

bərabərliyi ilə təyin olunur. 

İsbatı.      nn RPCRTPCF ;,0;,0:   

operatoru təyin edək, burada F  operatoru  

           












 

T s

dsdxsgsxsfsxKBNtFx
0 0

1 ,,,,,   

    ii

p

i

i txIttK



1

,

                                    
(1.3.59) 

bərabərliyinin köməyi ilə təyin olunmuşdur. Bu halda (1.3.57) inteqral tənliyini  

    tFxtx                                          (1.3.60) 

operator tənlik şəklində yaza bilərik. (1.3.60) bərabərliyi göstərir ki, F  operatorunun 

tərpənməz nöqtəsi (1.3.57) inteqral tənliyinin və yaxud (1.3.54)-(1.3.56) sərhəd 

məsələsinin həllidir. Fərz edək ki,   nRPCyx ;,0,   ixtiyari iki elementdir. Onda 

ixtiyari   pittt ii ,...2,1,0,, 1    üçün  

       tyFtxF  
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k tyItxIttK
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   dsdysgsysfdsdxsgsxsfstK

T ss

0 00

,,,,,,,,,   

       .,
1





p

k

kkkkk tyItxIttK  

Burada (H1) və (H2) şərtlərindən istifadə etsək 

       tyFtxF  

           












    dtdssystgdssxstgtytxSM

T t t

0 0 0

1 ,,,,  

   



p

k
kkk tytxlS

1

 

münasibətini alarıq. 

Sonuncu bərabərsizliyi ona ekvivalent olan 

       tyFtxF  

   












p

k

kkk tytxlSyx
T

MyxTSM
1

2

21
2

 

şəklində yaza bilərik. Buradan isə 

     
PC

p

k
k yxl

TM
TMStyFtxF 
























 

1

2
1

2
1  

münasibətini alarıq. 

 Beləliklə,  

    yxLyFxF   
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münasibətini alarıq. Burada (1.3.58) şərtini nəzərə alsaq (1.3.59) bərabərliyi ilə təyin 

olunan F operatorunun sıxan olduğunu alarıq. Bu isə onu göstərir ki, (1.3.54)-

(1.3.56) sərhəd məsələsinin yeganə həlli vardır. Teorem isbat edildi. 

Bu bölmənin ikinci əsas nəticəsi sərhəd məsələsinin həllinin varlığı haqqında 

teoremin isbatına həsr olunmuşdur. Bu nəticə Şauferin tərpənməz nöqtə teoreminə 

əsaslanaraq (1.3.54)-(1.3.56) sərhəd məsələsi üçün alınmışdır. 

Teorem 3.3. Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənir  

 (H2) Burada fərz olnur ki,   nnn RRRTf ,0: və   pixİi ,...,2,1 funksiyaları 

kəsilməzdir və elə 01 N və 02 N sabitləri vardır ki, istənilən  Tt ,0  üçün və 

ixtiyari   nRyx ,  üçün  

  1,, Nyxtf  , 

  piNxİi ,...,2,12   

bərabərsizlikləri doğrudur. 

 Onda (1.3.54)-(1.3.56) qeyri-lokal sərhəd məsələsinin  T,0  parçasında. Ən azı 

bir həlli vardır.  

İsbatı: Teoremi isbat etmək üçün teoremin şərtləri daxilində   tFx operatorunun 

tərpənməz nöqtəyə malik olduğunu göstərmək lazımdır. Bu isə bir neçə addımın 

köməyi ilə aparılır. 

I Addım. Əvvəlcə göstərək ki, teoremin şərtləri daxilində   tFx  operatoru 

  nRTPC :,0  fəzasında kəsilməzdir. Fərz edək ki,   txn  funksional ardıcıllığı 

  nRTPC :,0  fəzasından götürülmüşdür və ,xxn    nRTPCx :,0 . 

Onda ixtiyari  Tt ,0  üçün 
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Burada (H2) şərtini nəzərə alsaq  

       txFtxF n  
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dxsgsxsfdxsgsxsfST
00
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p

k

kkknk txItxIS
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.))(())((  

Burada     














t

dsxstgtxtf
0

,,,,   və   pixİi ,...,2,1  funksiyalarının öz arqumentlərinə 

nəzərən kəsilməz olduğunu nəzərə alsaq, n  olduqda 

       0 txFtxF n  

olduğunu alarıq. Sonuncu münasibət göstərir ki,   txF  operatoru   nRTPC ;,0  

fəzasında kəsilməzdir. 

II Addım. Bu addımda biz göstərəciyik ki,   txF  operatoru   nRTPC ;,0  fəzasında 

məhduddur. Bu isə ona ekvivalentdir ki, istənilən 0  üçün elə 0l  ədədi vardır 

ki, istənilən 

     xRTPCxBx n :;,0  

üçün 

   lxF   

bərabərsizliyi ödənilir. (H2) şərtindən və üçbucaq bərabərsizliyindən istifadə edərək 
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)( 21

1 pNTNSBN   . 

 

Nəticədə alırıq ki,  

   .)( 21

1 lpNTNSBNtxF    

Bu isə   txF  operatorunun   nRTPC ;,0  fəzasında məhdudluğunu göstərir. 

III Addım. Göstərəcəyik ki,   txF  operatoru məhdud çoxluğu   nRTPC ;,0  

fəzasının eynidərəcədən  kəsilməz funksiyalar fəzasına inikas etdirir. Fərz edək ki, 

  pitt ii ,...,1,0,, 121    ixtiyari iki nöqtədir  və 21    münasibəti doğrudur. B  isə II 

addımda təyin olunan məhdud çoxluqdur. Bx  ixtiyari elementini götürək: 

      12  xFxF  
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 dsdxsgsxsfdnAN

ss

 

        












 

T sT

s

dsdxsgsxsfdnN

1 0

1 ,,,,
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2

1 00

1 ,,,,





 dsdxsgsxsfdnAN

ss

 

        












 

T sT

s

dsdxsgsxsfdnN

1 0

1 ,,,,


  

          


























 

2

1 00

1 ,,,,





 dsdxsgsxsfdndnAN

sT

s

s

 

      














2

1 0

,,,,





 dsdxsgsxsf

s

 

bərabərliyini alarıq. Bu münasibət göstərir ki, 

            














2

1 0

12 ,,,,





 dsdxsgsxsfxFxF

s

 

bərabərsizliyi doğrudur. 

Aydındır ki, 12    olduqda sonuncu bərabərsizliyin sağ tərəfi sıfıra yaxınlaşır. 

Beləliklə,   txF operatoru kəsilməz olmaqla yanaşı eyni dərəcədən kəsilməzdir. Bu 

isə onu göstərir ki, 

     nn RTPCRTPCF ;,0;,0:   

 

operatoru tamam kəsilməzdir. 

IV Addım. Göstərək ki,  

     xFxRTCx n  :;,0  

çoxluğu 10    üçün məhduddur.  

Fərz edək ki, müəyyən 10    üçün  Fxx   bərabərliyi doğrudur. Onda ixtiyari 

 Tt ,0  üçün  

             



























  




p

k

kkk

T s

txİttKdsdxsgsxsfstKBNtx
10 0

1 ,,,,,,   

bərabərliyi doğrudur. 

Teoremin şərtlərini nəzərə alsaq və II addımdakına analoji olaraq  Tt ,0  üçün 
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   SpNTNBNtxF )( 21

1    

 

münasibəti alınar. Nəhayət  

RSpNTNBNx   )( 21

1  

qiymətləndirməsi alınar. Sonuncu münasibət göstərir ki,   çoxluğu məhduddur. Bu 

isə Şauferin tərpənməz nöqtə haqqındakı teoremin bütün şərtlərini ödəyir. Beləliklə, 

  txF  operatorunun tərpənməz nöqtəsi vardır və (1.3.54)-(1.3.56) qeyri-lokal sərhəd 

məsələsinin ən azı bir həlli vardır. Teorem isbat edildi. 

 

1.3.3.  (1.3.54)-(1.3.56) sərhəd məsələsinin həllinin (1.3.55) sərhəd Ģərtlərinin sağ 

tərəfindən kəsilməz asılılığı. 

 

 Aşağıdakı kimi sərhəd məsələlərinə baxaq: 

        Ttdssxstgtxtftx

t

jjj ,0,,,,,
0














                            (1.3.60) 

      

T

jjj jBdttxtnAx
0

2,10                         (1.3.61) 

    ijiij txİtx  (1.3.62) 

Teorem 3.3. Fərz edək ki, teorem 1-in şərtləri doğrudur. 
nRBB 21,  ixtiyari 

nöqtələrdir,  tx1  və  tx2  isə bu nöqtələrə uyğun (1.3.54)-(1.3.56) sərhəd 

məsələlərinin həllidir. Onda  

  21

11

21 1 BBNLxx  
 

qiymətləndirməsi doğrudur. 

İsbatı. Teorem 1-in bütün şərtləri ödəndiyi üçün (1.3.54)-(1.3.56) qeyri-lokal sərhəd 

məsələlərinin yeganə həlli vardır. jB  nöqtəsinə uyğun həlli  tx j  ilə işarə edək. Onda  

         












  

 dsdxsgsxsfstKBNtx

T s

0 0

111

1

1 ,,,,,                     (1.3.63) 

    



p

k

kkk txİttK
1

1,  
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 və  

         












  

 dsdxsgsxsfstKBNtx

T s

0 0

22

1

2 ,,,,,                        (1.3.64) 

    



p

k

kkk txİttK
1

2,  

 bərabərlikləri doğrudur. (1.3.63) və (1.3.64) bərabərliklərini tərəf-tərəfə çıxaq. Onda  

           



















  dssxsgsxsftKtxtx

sT

0

11

0

21 ,,,,,   

     



















   ddssxsgsxsf

s

0

22 ,,,,                                           (1.3.65) 

        



p

k

kkkkk txİtxİttK
1

21,  

bərabərliyini alarıq.  

(1.3.65) bərabərliyindən aşağıdakı münasibəti alarıq: 

           













  dsdxsgsxsfstKtxtx

sT

0

11

0

21 ,,,,,   

             












 



kkkk

p

k

k

s

txİtxİttKdsdxsgsxsf 21

10

22 ,,,,,              (1.3.66) 

21
1 BBN    

 (1.3.66) bərabərsizliyinin sağ tərəfinə (H1) şərtini tətbiq etsək 

     txtx 21  

            

T s

dsdxsgsxsgsxsxSM
0 0

21211 ,,,,   

   


 
p

k

kkk BBNtxtxlS
1

21

1

21  

bərabərsizliyini alarıq. Buradan isə  

       

21

1

21 BBNtxtx  

        








   


ddssxsxMxxSM

T

0 0

212211  
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p

k

kkk txtxlS
1

21  

münasibətini alarıq. Əgər burada   nRTPC ;,0  fəzasında normaya keçsək 









 

21
2

121

1

21
2

1 xx
TM

TSMBBNxx  





p

k

k xxlS
1

21  

bərabəsizliyini alarıq. Burada 1L olduğunu nəzərə alsaq 

  21

11

21 1 BBNLxx  
 

alarıq. Teorem isbat edildi.  

 

1.4. Üçnöqtəli sərhəd Ģərti  ilə verilən birinci tərtib inteqro-diferensial tənliklər 

üçün həllin varliği və yeganəliyi 

 

1.4.1 Məsələnin qoyuluĢu  

 

Bu yarım fəsildə 

          

t

Ttdssxstgtxtftx
0

,0,,,,                  (1.4.67) 

şəklində olan inteqro-diferensial tənliklər sistemi üçün aşağıdakı kimi üçnöqtəli 

       TCxtBxAx 10                                      (1.4.68)  

sərhəd şərtləri daxilində həllin varlığı və yeganəliyi üçün kafi şərtlər tapılacaqdır. 

Burada 
nnRCBA ,,  verilmiş sabit matrislərdir.

nR  verilmiş n ölçülü sabit 

vektordur. Fərz olunur ki, 0det N  şərti ödənir, burada 

  nn RRTfCBAN  ,0:,  və     nn RRTTg  ,0,0:  verilmiş funksiyalardır 1t  

nöqtəsi Tt  10  şərtini ödəyir.  

Burada da,   nRTC ;,0  ilə  T,0  parçasında kəsilməz funksiyalar fəzasını işarə 

edəcəyik və aydındır ki, bu fəza Banax fəzasında köməkçi faktlar. 

 Əvvəlcə  (1.4.67)-(1.4.68) sərhəd məsələsinin həllinə tərif verək. 
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Tərif. Əgər  nRTCx ;,0  funksiyası ixtiyarı  Tt ,0  üçün  

       dssxstgtxtftx

t


0

,,,  

diferensial tənliyini, və (1.4.68) şərtini ödəyirsə, onda  txx   funksiyası  (1.4.67), 

(1.4.68) sərhəd məsələsinin həlli adlanır.  

 

1.4.2. Köməkçi faktlar 

 

Lemma 4.1.  Fərz edək ki,   nRTCy ;,0  funksiyası verilmişdir. 

     Tttytx ,0,                      (1.4.69) 

diferensial tənliyinin  

       TCxtBxAx 10                                        (1.4.70) 

şərtini ödəyən həllinin tapılmasına baxaq. (1.4.69), (1.4.70) sərhəd məsələsinin həlli 

      

T

dssystGNtx
0

1 ,                                      (1.4.71) 

formulasının köməyi  ilə verilir, burada  

 
   
   









TttstG

ttstG
stG

,,

,0,,
,

112

11
 

kimi təyin edilir.  stG ,1 və  stG ,2  funksiyaları isə  

 

 

   

 





















,,,

,,,

,,0,

,

1

1

1

1

1

1

TtsCN

ttsCBN

tsAN

stG  

 

 

   

 





















.,,

,,,

,,0,

,

1

1

1

1

1

2

TttCN

tttBAN

ttAN

stG  

bərabərliklərinin köməyi ilə təyin olunur. 

İsbatı. Əgər   xx  funksiyası (1) tənliyinin hər hansı həllidirsə, onda ixtiyari 

 Tt ,0  üçün  
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t

dssyxtx
0

0                                          (1.4.72) 

bərabərliyi doğrudur, burada  0x  ixtiyari sabit vektorda. Tələb edək ki, (1.4.72) 

bərabərliyi ilə təyin olunan funksiyası (1.4.70) şərtlərini ödəyir. Bunun üçün  (1.4.72) 

funksiyasının (1.4.70)-də nəzərə alaq: Onda  

          



























 

Tt

dttyxCdttyxBAx
00

000
1

 

 bərabərliyini alarıq. Buradan isə  

        
1

0 0

0

t T

dttyCdttyBxCBA   

bərabərliyi alınır.   0detdet  CBAN  olduğundan sonuncu bərabərlikdən 

 0x  vektorunu birqiymətli şəkildə təyin etmək olar:  

      .0
1

0 0

11












  



t T

dttyCdttyBNNx                          (1.4.73) 

(1.4.73) bərabərliyi ilə təyin olunan  0x  vektorunun qiymətini (1.4.72) 

bərabərliyində  nəzərə alsaq  

         











 

tt T

dssydttyCdttyBNNtx
00 0

11
1

              (1.4.74) 

bərabərliyini alarıq. 

 İndi isə fərz edək ki,  1,0 tt  şərti ödənir. Onda (1.4.74) bərabərliyinin 

aşağıdaki şəkildə yaza bilərik: 

      













  



t t

t

dssydssyBNNtx
0

11
1

  

          













 

tt t

t

T

t

dssydssydssydssyCN
00

1 .
1

1

 

 Alınmış bərabərlikdə inteqralları qruplaşdırsaq  

       

t

dssyCNBNENtx
0

111  
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1

1

111
t

t

T

t

dssyCNdssyCNBN  

münasibətini alarıq, burada E  –nin olçülü vahid matrisdir. 

   CBNNCNBNE 111
 

  ANCBCBAN 11    

bərabərliyini yuxarıdakı bərabərlikdə  

          

t t

t

dssyCBNdssyANNtx
0

111
1

  

 


T

t

dttyCN

1

1  

bərabərliyini alarıq. 

Aşağıdakı kimi funksiya daxil edək 

 

 

   

 






















.,,

,,

,0,

1
1

1
1

1

11

TtsCN

ttsCBN

tsAN

stG  

Daxil edilmiş funksiyasının köməyi ilə (1.4.74) bərabərliyini  1,0 tt  parçasında  

      

T

dssystGNtx
0

1

1 ,  

şəklində yaza bilərik. 

 İndi isə fərz edək ki,  Ttt ,1  şərti ödənir. Onda (1.4.74) bərabərliyini ona 

ekvivalent aşağıdakı şəkildə yaza bilərik: 

       
11

0

1

0

11

tt

dttyCNdttyBNNtx   

          













 

t t

t

t

t

T

t

dssydstydssydssyCN
0

1

11

 

Əgər sonuncu bərabərlikdə uyğun inteqralları qruplaşdırsaq 

       
1

0

111

t

dttyCNBNENtx   



77 
 

      


t

t

T

t

dssyCNdssyCNE

1

11  

bərabərliyini  alarıq. Burada  

   BANCNNCNE

ANCNBNE









111

111

 

eyniliklərini nəzərə alsaq 

          
1

10

111

t t

t

dssyBANdttyANNtx   

 


T

t

dssyCN 1  

münasibətini alarıq. Yenidən  

 

 

   

 





















.,,

,,,

,,0,

,

1

1

1

1

1

2

TttCN

tttBAN

ttAN

stG  

funksiyasını daxil etsək, (1.4.74) bərabərliyini  Ttt ,1   parçasında aşağıdakı şəkildə 

yaza bilərik: 

      .,
0

2

1 dssystGNtx

T

    

Beləliklə,  

 
   
   









.,,,

,0,,
,

12

11

2
TttstG

ttstG
stG  

funksiyası daxil etməklə (1.4.69), (1.4.70) sərhəd məsələsinin həllini  

      

T

dssystGNtx
0

1 ,  

şəklində yaza bilərik. Lemma isbat edildi.  

Aşağıdakı kimi qeyri-xətti inteqral tənlik daxil edək. 

          dsdxsgsxsfstGNtx

T s

  







 

0 0

1 ,,,,  .                  (1.4.75) 

Teorem 4.1.(1.4.67)-(1.4.68) sərhəd məsələsinin həllinin olması üçün zəruri və kafi 

şərt (1.4.75) inteqral tənliyinin olmasıdır, yəni (1.4.67)-(1.4.68) sərhəd məsələsinin 
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həlli (1.4.75) inteqral tənliyinin həllidir və əksinə, (1.4.75) inteqraltənliyinin həlli 

(1.4.67)-(1.4.68) sərhəd məsələsinin həllidir. 

Teoremin isbatı teorem 1.2.1 –in isbatına analoji aparılır. 

1.4.3. Əsas nəticələr. 

 

Aşağıdakı qayda ilə təyin olunan 

     nn RTCRTCF ;,0;,0:   

operatoru təyin edək: 

           dsdxsgsxsfstGNtFx

T s

  







 

0 0

1 ,,,,                  (1.4.76) 

Aydındır ki, (1.4.75) operatorunun köməyi ilə düzəldilən  xFx   operator tənliyi 

(1.4.67)-(1.4.68) sərhəd məsələsinə ekvivalentdir. Bu onu göstərir ki, (1.4.67)-

(1.4.68) sərhəd məsələsinin həllinin olması F  operatorunun tərpənməz nöqtəsinin 

olmasına ekvivalentdir.  

İlk əsas nəticə Banaxın sıxılmış inikas prinsipinə əsaslanmışdır.Fərz olunur ki, 

aşağıdaki şərtlər ödənilir.  

(H1) Elə kəsilməz   0tl  funksiyası vardır ki, ixtiyari  Tt ,0  və istənilən 
nRyx ,  

üçün  

      yxtlytfxtf  ,,  

bərabərsizliyi ödənilir. 

(H2) Elə kəsilməz   0tm  funksiyası vardır ki, ixtiyari  Tt ,0  üçün və istənilən 

nRyx ,  üçün  

      yxtmdsystgdsxstg

t t

 
0 0

,,,,  

bərabərsizliyi ödənilir. 

Teorem 4.2. Fərz edək ki, (H1) və (H2) şərtləri doğrudur və 

1
2

max 







mT
lTGL                                 (1.4.77) 
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bərabərsizlyi ödənilir. Onda (1.4.67)-(1.4.68) sərhəd məsələsinin  T,0  parçasında 

yeganə həlli vardır, burada 
 

 
 

 tmmtll
TT ,0,0

max,max  , 
   

 stGG
TT

,max
,0,0

max


  işarə 

edilmişdir.  

İsbatı.   

Teoremin isbatı Banaxın sıxılmış inikas prinsipinə əsaslanmışdır. 

 
 ,0,max

,0
tfM

T
f     

 dsstgM

t

TT
g 0,,max

0
,0,0 

  

işarə edək və 

L

N
T

MTMG

r

gf

















1

2

1
2

max 

 

Ədədini qeyd edək. Radiusun r  dan mərkəzi koordinat başlanğıcında olan kürəni 2B  

işarə edək. Aydındır ki,  

   .::,0 rxRTCxB n

r   

Göstərək ki, ,rr BFB  yəni F  operatoru rB  kürəsini özünə inikas etdirir. İxtiyari  

rBx götürək. 

Onda aydındır ki, 

           







  



T s

dsdxsgsxsfstGNtFx
0 0

1 ,,,,   

        







 

 dsdxsgsxsfstGN

sT

00

1 ,,,,   

          
 0,0,,,

0

1 sfsfsxsfstGN

T

  

        



   ddssgsgxrsg

s

0

0,,0,,,,  

         







  

 dsdMxmMdssxslGN

T s

gf

0 0

max

1   

  















 

2
maxmax

1
TM

mrGTMlrGN
g

f  
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alarıq. 

Burada  

 

olduğunu nəzərə alsaq 

     rN
Tm

TMGrLtFx f 







  1

2

2
max

2
1  

alarıq. Bu isə onun göstərir ki, rr BFB   münasibəti ödənir.  

İndi isə ixtiyari    nRTCvu :,0,   götürək. Onda  

                    










    dvsgusgsvsfsusfstGtvFtuF

T s

,,,,,,,
0 0

 

          dssvsfsusfstG

T

0

,,,  

          dsdvsgusgstG

sT


00

,,,,,  

 
   

 
    .

2
max

2
max max

,0

2

max
,0

max vu
mT

lTGtvtu
T

mGtvtulTG
TT









  

Sonuncu bərabərsizlikdən alırıq ki,  

    vuLvFuF   

bərabərsizliyi ödənir. (1.4.77) şərtinə əsasən 1L  olduğundan sonuncu münasibət 

göstərir ki, F  operatoru sıxan operatordur. Bu isə ona ekvivalentdir ki, (1.4.76) 

operator tənliyinin yeganə tərpənməz nöqtəsi vardır. Bu isə onu göstərir ki, (1.4.75) 

inteqral tənliyinin yeganə həlli vardır. (1.4.75) inteqral tənliyi (1.4.67)-(1.4.68) 

sərhəd məsələsinə ekvivalent olduğundan alınır ki,(1.4.67)-(1.4.68) tənliyinin yeganə 

həlli vardır. Teorem isbat edildi.  

İndi isə Şaterin tərpənməz nöqtə teoreminə əsaslanan ikinci əsas nəticəni verək.  

Teorem 4.3. Fərz edək ki, aşağıdaki şərtlər ödənir: 

(H3)   nn RRTf ,0: və     nn RRTTg  ,0,0: funksiyaları öz arqumentlərinin 

küllüsünə görə kəsilməzdir. 

 rLN
TM

TMG
g

g 











  1

2

1

2

max 
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(H4) Elə 01 M  sabiti vardır ki, bərabərsizliyi istənilən nRx  və ixtiyari  Tt ,0  

üçün  

  1, Mxtf   

ödənilir.  

(H5) Elə 01 N  sabiti vardır ki,  

  1

0

,, Ndsxstg

t

  

bərabərsizliyi istənilən 
nRx  və ixtiyari  Tt ,0  üçün ödənilir.  

Onda (1.4.67)-(1.4.68) sərhəd məsələsinin   T,0  parçasında ən azı bir həlli vardır.  

Ġsbatı. Göstərək ki, yuxarıdakı şərtlər daxilində F  operatoru tərpənməz 

nöqtəyə malikdir. Bunu bir neçə ardıcıl addımın köməyi ilə aparaq.  

I addım. Göstərək ki, F operatoru   nRTC :,0  fəzasında kəsilməzdir.  Fərz 

edək ki,   n

n RTCx ;,0  verilmiş ixtiyari funksional ardıcıllıqdır və  ,xxn 

  .;,0 nRTCx  Onda ixtiyari  Tt ,0  üçün  

              

T

nn sxsfsxsfstGtxFtxF
0

,,,  

        

s

n dsdxsgxsg
0

,,,,   

               





T s

nn dsdxsgxsgsxsfsxsfstG
0 0

,,,,,,,   

f  və g  funksiyalarının kəsilməz olduğunu nəzərə alsaq sonuncu bərabərsizlikdən  

n  olduqda  

    0 xFxF n  

olması alınır. Bu isə F operatorunun   nRTC ;,0  fəzasında kəsilməz olması alınır.   

II addım. Göstərək ki, F operatoru   nRTC ;,0  fəzasında çoxluğu məhdud 

çoxluğa inikas etdirir, yəni istənilən 0  üçün elə 0  ədədi vardır ki, istənilən  

     xRTCxBx n :;,0  
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üçün   xF  münasibəti ödənir. 

(H4) və (H5) şərtlərini nəzərə alsaq, ixtiyari  Tt ,0  üçün  

           







  

 dsdxsgtxsfstGNtxF

T s

0 0

1 ,,,,   

        







  

 dsdxsgsxsfstGN

s s

0 0

1 ,,,,   

    

11max

1 NMTGN  

münasibətini alarıq. Buradan isə 

  xF  

alınır. 

III addım. Göstərək ki, F  operatoru istənilən məhdud çoxluğu   nRTC ;,0  

fəzasının eynidərəcədən kəsilməz funksiyasına inikas etdirir. Fərz edək ki, 

  2121 ,,0,   T  ixtiyari nöqtələrdir. B II addımda təyin olunan   nRC ,,0   

fəzasının məhdud çoxluğudur və Bx  verilmişdir.  

I hal. Fərz edək ki,  .,0, 121 t  Onda  

            







  

 
 

ddssxsgxfANxFxF
2

0 0

1

12 ,,,  

       

      

 



















 

1

1

2

0 0

1

0

1

,,,

,,,

 









ddssxsgxfAN

ddssxsgxfCBN

t

 

        







   





ddssxsgxfCBN

t1

1 0

1 ,,,  

      







  

 






ddssxsgxfAN
2

1 0

1 ,,,  

       

      .,,,

,,,

2

1

2

1

0

0

1

 

 



















 

















ddssxsgxf

ddssxsgxfCBN
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II hal. Fərz edək ki,  11 ,0 t  və  .,12 Tt  Onda  

             







 

1

0 0

1

12 ,,,

t t

ddssxsgxfANxFxF   

        







  

 






ddssxstgxfBAN
2

1 0

1 ,,,  

       







 

T

ddssxsgxfCN

2 0

1 ,,,




  

       







 

1

0 0

1 ,,,

t

ddssxsgxfAN 


 

        







  

 


ddssxsgxfCBN

t1

0 0

1 ,,,  

       







 

T

t

ddssxsgxfCN

1 0

1 ,,, 


 

       







 

1

1 0

1 ,,,

t

t

ddssxsgxfAN 


 

       







 

2

1 0

1 ,,,

 


t

ddssxsgxfCN  

        







  

 






ddssxsgxfBAN
2

1 0

1 ,,,  

        







  

 






ddssxsgxfCBN

t1

,,,1  

      







   







ddssxsgxf

t1

1

,,,  

      







   







ddssxsgxf

t2

1

,,,  

      .,,,
2

1


 



ddssxsgxf
t

  







  

 

III hal. Fərz edək ki,  .,, 121 Tt  Onda  
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      12  xFxF  

        







  

 
 

ddssxsgxfBAN
t

2

1 0

1 ,,,  

     

        



















 

 









 





ddssxsgxfBAN

ddssxsgxfCN

t

T

1

1

2

0

1

0

1

,,,

,,,

 

      







  

 




ddssxsgxfCN

T

1 0

1 ,,,  

        







  

 






ddssxsgxfBAN
2

1 0

1 ,,,  

      







  

 




ddssxsgxfCN

t2

1 0

1 ,,,  

      .,,,
2

1 0








ddssxsgxf  







  

Beləliklə, hər üç halda  

            






ddssxsgxfxFxF   









2

1 0

12 ,,,  

bərabərliyi alınır. Buradan isə  

            






ddssxsgxfxFxF   









2

1 0

12 ,,,  

bərabərsizliyini alırıq. 

 Əgər 12    olarsa sonuncu bərabərsizliyin say tərəfi sıfıra yaxınlaşır.  

I –III  addımların nəticəsini burada nəzərə alsaq və Arsel teoremini nəzərə alsaq 

     nn RTCRTCF :,0:,0:   operatorunun tamam kəsilməz olduğu alınır.  

IV addım. Göstərək ki,  

       1,0::,0   xFxRTCx n  

çoxluğu məhduddur. x  götürək. Müəyyən 10    üçün  xFx   bərabərliyi 

doğrudur. Onda  Tt ,0  üçün  
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 dsdxsgsxsfstGNtx

T s

0 0

1 ,,,,   

bərabərliyi doğrudur.  

(H4) və (H5) şərtlərini sonuncu bərabərlikdə nəzərə alsaq,  Tt ,0  üçün  

   11max

1 NMTGNtx     

qiymətləndirilməsini alırıq. Buradan isə  

    
11max

1 NMTGNx  

alınır. Bu münasibət göstərir ki,   çoxluğu məhduddur. Beləliklə, Şaferin tərpənməz 

nöqtə haqqındakı teoreminin bütün şərtləri ödənir. Onda F operatorunun tərpənməz 

nöqtəsi vardır. Deməli (1.4.67), (1.468) sərhəd məsələsinin ən azı bir həlli vardır. 
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II FƏSĠL 

 

QEYRĠ-LOKAL SƏRHƏD ġƏRTLĠ DĠFERENSĠAL VƏ ĠNTEQRO-

DĠFERENSĠAL TƏNLĠKLƏRLƏ TƏSVĠR OLUNAN OPTĠMAL 

ĠDARƏETMƏ MƏSƏLƏLƏRĠNĠN TƏDQĠQĠ 

 

 

2.1. Qeyri-lokal sərhəd Ģərtli diferensial və inteqro-diferensial tənliklərlə təsvir 

olunan optimal idarəetmə məsələlərinin tədqiqi 

 

Təbiətşünaslığın bir sıra problemlərinin riyazi modelləri diferensial və inteqro-

diferensial tənliklərlə təsvir olunur. Elə proseslər mövcuddur ki, onları xarakterizə 

edən parametrləri bilavasitə ölçmək olmur. Belə məsələlər qeyri-lokal şərtli 

diferensial tənliklərlə təsvir olunur. Belə məsələlər ətraflı şəkildə A.M. Naxuşevin 

[6,7] kitablarında şərh edilmişdir. Diferensial və inteqro-diferensial tənliklərlə təsvir 

olunan optimal idarəetmə məsələlərinə [1-3,8,9,12,15,18,19,37,38,42-46] işlərində 

baxılmışdır.  

 

2.1.1. Məsələnin qoyuluĢu. Aşağıdakı kimi optimal idarəetmə məsələsinə baxaq. 

Burada optimal idarəetmə məsələsi impuls təsirli və qeyri-lokal şərtli inteqro-

diferensial tənliklər sistemi ilə verilən sərhəd məsələsi ilə təsvir olunur. 

       ,,0,,,,)),(,(
0

i

t

ttTtduxtgtutxtf
dt

dx
                    (2.1.1.) 

,)()0( CTBxx                                                (2.1.2) 

,...0,,...,2,1),),(()( 21 TtttpivtxItx piiii                 (2.1.3) 

             ,,,0..,:,0, 2  i

rp vTtвпVtuTLtuUvu             (2.1.4) 

burada ,)( nRtx   ),,( uxtf  n-ölçüçlü kəsilməz funksiyadır,   1, nnn RCRB  
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verilmiş sabit matrislərdir, )()()(   iii txtxtx ,  vxIi , verilmiş n-ölçülü müəyyən 

funksiyalardır,   vu, -idarəedici parametrlərdir, 
rRV   və 

mR -verilmiş qapalı, 

qabarıq, məhdud çoxluqlardır. 

 (2.1.1)-(2.1.4) sərhəd məsələsinin həlləri çoxluğunda 

       TxxvuJ ,0,                                             (2.1.5) 

funksionalının minimallaşdırılması tələb olunur. 

 Hər bir qeyd olunmuş      pUvu  ,  idarəedici parametrləri üçün (2.1.1)-

(2.1.4) sərhəd məsələsinin həlli dedikdə   ittT ,,0  aralığında təyin olunmuş elə 

mütləq kəsilməz nRTtx ],0[:)(   vektor funksiyaları  başa düşəcəyik ki, bu 

funksiyalar itt   pi ,...,2,1  nöqtələrində soldan kəsilməzdirlər və sonlu  )( 

itx  sağ 

limitləri vardır. Belə funksiyalar fəzasını )],,0([ nRTPC  işarə edək. Aydındır ki, bu 

xətti fəza banax fəzasıdır və burada normanı aşağıdakı kimi təyin etmək olarr: 

)(max
],0[

txx
TtPC 

 , 

burada -ilə nR -evklid fəzasındakı norma işarə edilmişdir. 

 Hər bir qeyd olunmuş      pUvu  ,  idarəedici parametrlərinə uyğun 

(2.1.1)-(2.1.4) sərhəd məsələsinin həllini     vtutx ,;  kimi işarə edəcəyik. Əgər 

     pUvu  ,  idarəediciləri cütü ona uyğun     vtutx ,;  (2.1.1)-(2.1.4) sərhəd 

məsələsinin həlli (2.1.5) funksionalına minimum qiymət verirsə, onda 

     pUvu  ,  idarəedicisinə optimal idarəedici deyəcəyik. (2.1.1)-(2.1.5)  

məsələsinin həlli olan           vtutxvtu ,;,,  mümkün prosesinə isə optimal proses 

deyəcəyik. 

 

 2.1.2. (2.1.1)-(2.1.3) sərhəd məsələsinin həllinin varlığı.  

Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənir: 

1). 1B . 
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2). nrn RRRTf ],0[: ,   nrn RRRTTg  ,0],0[:  və 
nmn

i RRRI : , 

pi ,...,2,1  funksiyaları kəsilməzdirlər və elə 0,0  GK , 0iL pi ,...,2,1  

sabitləri vardır ki, 

nRyxTtyxKuytfuxtf  ,],,0[,),,(),,( ; 

nRyxTtyxGuytguxtg  ,],,0[,,),,,(),,,(  ; 

n
iii RyxyxLvyIvxI  ,,),(),( ; 

bərabərsizlikləri ödənilir. 

3). 

  1]
2

[1
1

2
1

 



p

i

iL
GT

KTBL . 

 Teorem 2.1.1. Fərz edək ki, 1). sərti ödənir.  nRTPCx ],,0[)(   funksiyasının 

(2.1.1)-(2.1.3) sərhəd məsələsinin həlli olması üçün zəruri və kafi şərt 

 nRTPCx ],,0[)(   funksiyasının aşağıdakı inteqral tənliyinin həlli olmasıdır: 

  CBEtx 1)()(  

       








  
T

ddssusxsguxftK
0 0

,,,)),(,(),( 


 





p

i

iiii vtxIttK
1

)),((),(                                  (2.1.6) 

burada 
















TtBBE

tBE
tK






,)(

0,)(
),(

1

1

. 

 Ġsbatı. Əgər )( xx  funksiyası (2.1.1) tənliyinin həllidirsə, onda ),( 1 jj ttt  

üçün  

       








  
tt

dssxddssusxsguxf
00 0

)(,,,)),(,( 


 

       )()(...)()()0()( 121 jtxtxtxtxxtx  

      )()()(...)()()()()0( 2211 txtxtxtxtxtxtxx jj  
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bərabərliyi doğrudur. Buradan isə 

        












tt

j

t

j

txddssusxsguxfxtx
00 0

)(,,,)),(,()0()( 


      (2.1.7) 

bərabərliyini alırıq. Burada )0(x -hələlik məlum olmayan ixtiyari sabitdir. Bu sabiti 

təyin etmək üçün (2.1.7) bərabərliyi ilə təyin olunan funksiyanın (2.1.2) şərtlərini 

ödəməsini tələb edək. 1). şərtinə əsasən 1B  pdənilir, onda BE   matrisinin tərsi 

vardır və tərs matris üçün 

    11
1


 BBE  

qiymətləndirməsi doğrudur. Onda 

           
T t

dtduxtgtutxtfBCxBE
0 0

},,,)),(,({)0(   

.)(
0





Tt

j

j

txB  

bərabərliyinin doğruluğunu alarıq. Burada BE   mastrisinin cırlaşmayan olduğunu 

nəzərə alsdaq, (2.1.7) bərabərliyindən 

  CBEx 1)()0(       

            


T t

dtduxtgtutxtfBBE
0 0

1 },,,)),(,({)(                       (2.1.8) 

.)()(
0

1 


 
Tt

j

j

txBBE  

münasibətini alırıq. İndi isə (2.1.8) bərabərliyi ilə təyin olunan )0(x -ın qiymətini 

(2.1.7)-də nəzərə alaq. Onda 

         


t s

dsduxsgsusxsfBBECBEtx
0 0

11 },,,)),(,({)()()(   

       








  
 tt

j

t

j

txddssusxsguxf
00 0

)(,,,)),(,( 


 

         


T

t

s

dsduxsgsusxsfBBE },,,)),(,({)(
0

1   
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Tt

j

j

txBBE
0

1 )()(  

bərabərliyini alarıq.  

Burada  

  11)(
  BEBBEE  

 

eyniliyindən istifadə etsək aşağıdakı münasibəti ala bilərik  

 

    CBEtx 1)(  

         
T

ddssusxsguxftK
0 0

},,,)),(,(){,( 


 





P

i

iiii vtxIttK
1

)),((),(  

Beləliklə, göstərdik ki, (2.1.1)-(2.1.3) sərhəd məsələsini ona ekvivalent olan (2.1.6) 

inteqral tənliyi şəklində göstərmək olar. Bilavasitə yoxlamaqja əmin olmaq olar ki, 

(2.1.6) inteqral tənliyinin həlli həm də (2.1.1)-(2.13) sərhəd məsələsinin həllidir. 

Teorem isbat edildi. 

 Aşağıdakı kimi    nn RTPCRTPCP ],,0[],,0[:   operatoru təyin edək: 

 

     CBEtPx 1)(  

         
T

ddssusxsguxftK
0 0

},,,)),(,(){,( 


 

 





P

i

iiii vtxIttK
1

)),((),(                                               (2.1.9) 

 Teorem 2.1.2. Fərz edək ki, 1).-3). şərtləri ödənilir. Onda istənilən 
nRC  və  

     pUvu  ,  üçün (2.1.1)-(2.1.3) sərhəd məsələsinin yeganə həlli vardır və bu 

həll aşağıdakı inteqral tənliyin həllidir: 

 

    CBEtx 1)(  
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T

ddssusxsguxftK
0 0

},,,)),(,(){,( 


            (2.1.10) 





P

i

iiii vtxIttK
1

)),((),( . 

 

 Ġsbatı: Fərz edək ki, 
nRC  və       pUvu  ,  qeyd edilmişdir. (2.1.9) 

bərabərliyi ilə təyin olunan    nn RTPCRTPCP ],,0[],,0[:   operatoruna baxaq. 

 Aydındır ki, bu operatorun tərpənməz nöqtəsi (2.1.1)-(2.1.3) sərhəd məsələsinin 

həllidir. Göstərək ki,     nn RTPCRTPCP ],,0[],,0[:   operatorunun yeganə tərpənməz 

nöqtəsi vardır. Bunun üçün istənilən  nRTPCw ],,0[,   elementlərini götürək. 

Onda bu elementlər üçün 

 ))(())(( tPwtP  

     
T

dssuswsfsusvsfstK
0

)),(,()),(,(),(  

              


ddssuswsgsusvsgtK

T

00

,,,,,,,  




p

i

iiiiiii vtwIvtIttK
1

))(()),((),(   

  ],0[,)()(
2

1
1

2
1

TtwL
GT

KTB
PC

p

i
i









 





  

münasibətini alarıq. Bu münasibət göstərir ki, istənilən  nRTPCw ],,0[,   üçün 

PCPC
wLPwPv                                                  (2.1.11) 

bərabərsizliyi doğrudur. (2.1.11) qiymətləndirilməsi göstərir ki,  nRTPC ],,0[  

fəzasında təyin oiunan P  operatoru sıxan operatordur. Ona görə də sıxılmış inikas 

prinsipinə əsasən  nRTPC ],,0[  fəzasında təyin olunan və (2.1.10) bərabərliyi ilə təyin 

olunan P  operatorunun yeganə tərpənməz nöqtəsi vardır. Deməli,  

 

    CBEtx 1)(  
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T

ddssusxsguxftK
0 0

},,,)),(,(){,( 


 





P

i

iiii vtxIttK
1

)),((),( . 

inteqral tənliyinin  nRTPC ],,0[  fəzasında yrganə həlli vardır. (2.1.10) inteqral tənliyi 

(2.1.1)-(2.1.3) sərhəd məsələsinə ekvivalent olduğundan alınır ki, (2.1.1)-(2.1.3) 

sərhəd məsələsinin də yeganə həlli vardır. Teorem isbat edildi. 

 2.1.3. (2.1.1)-(2.1.4) optimal idarəetmə məsələsində qradientin 

hesablanması. Əvvəlcə göstərək ki, 1).-3). şərtləri ödəndikdə (2.1.1)-(2.1.3) sərhəd 

məsələsinin həlli məhduddur. Doğrudan da, mümkün idarəedicilər çoxluğunun 

məhdud olmasını nəzərə alsaq (2.1.10) bərtabərliyindən aşağakı bərabərliyi alarıq: 

 

  CBEtx 1)()(  

   


P

i

iii

T

vIttKduftK
10

),0(),(),0,(),(   

 

      

T

dsdsusgtK
0 0

,0,,,



  

           

T

dsdsusgsusxsgtK
0 0

,0,,,,,[,



  

      
T

dufuxftK
0

),0,()),(,(),(   

 

 



P

i

iiiiii vIvtxIttK
1

),0()),((),( . 

Buradan asanlıqla almaq olar ki, 

     txL1     CBEl
Tg

lTB
p

i
i

1

1

2

01

2
1
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qiymətləndirməsi doğrudur, burada 
 

 utfl
VuTt

,0,max
,,0 

 ,   ii

iv
i vIl ,0max



 ,   

 
 utgg

VuTt

,0,,max
,,0

0 


  işarə edilmişdir. Doğrudan da, 

         txL
GT

KTBCBEl
Tg

lTBtx
p

i

i

p

i

i 
















 









1

2
11

1

2

01

2
1

2
1  

qiymətləndirilməsini 1). və 2). şərtlərindən istifadə etməklə almaq olar. Buradan isə 

      RCBEl
Tg

lTBLx
p

i

i 





























1

1

2
011

2
11  

qiymətləndirilməsi alınır. 

İndi isə        yxvxIuxstguxtf ,,,,,,,,,,   funksiyaları üzərinə bəzi əlavə şərtlər qoyaq, 

hesab edəcəyik ki, bu şərtlər TtvVuRx i  0,,,  çoxluğunda doğrudur: 

4).  uxtf ,,  və  uxstg ,,,  funksiyalasrının u  arqumentinə nəzərən törəməsi 

məhduddur, yəni 

  uKuuxtf
u 1

,,   

  uKuuxtg g

u 1
,,  . 

5).  uxtf ,,  və  uxstg ,,,  funksiyalasrının x və u  arqumentlərinə nəzərən törəmələri 

Lipşist şərtini ödəyir, yəni 

       

,

,,,,,,,,

2

3

2

2
uKxK

uuxtfxuxtfuxtfuuxxtf
ux





 

       

2

3

2

2

,,,,,,,,,,,,

uKxK

uuxstgxuxstguxstguuxxstg

gg

ux





 

bərabərsizlikləri doğrudur. 

6).   pivxI i ,...,1,0,,   funksiyalarının v  arqumentinə nəzərən törəməsi məhduddur, 

yəni 

    vLvvxI iiv
1,   

bərabərsizliyi doğrudur. 
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7).   pivxI i ,...,1,0,,   funksiyalarının  x  və v  arqumentlərinə nəzərən törəmələri 

Lipşist şərtini ödəyir, yəni 

            2322,,,, vLxLvxIxvxIvxIvvxxI
iiivixii

  

 bərabərsizliyi ödənilir. 

8).  yx,  funksiyasının birinci tərtib xüsusi törəmələri məhduddur və bu xüsusi 

törəmələr Lipşist şərtini ödəyir, yəni 

    .,;, 54 KyxKyx yx   

 

        .,,,,,,
2

7
2

6 yKxKyyxxyxyxyyxx yx   

 Lemma 2.1. Fərz edək ki, 1).-4). şərtləri ödənilir,       txvtu ,,  və 

          txtxvvtutu  ,,  isə (2.1.1)-(2.1.4) optimal idarəetmə məsələsinin iki 

müxtəlif həllidir. Onda 

    vuCtx  1                                                    (12) 

qiymətləndirilməsi doğrudur. Burada 

      .max,max11 12

3

11

11

1





























pLTKTKBLC i

g  

 Ġsbatı.     vtu ,  və       vvtutu  ,  mümkün idarəedicilərini 

götürək.Onlara uyğun (2.1.1)-(2.1.3) sərhəd məsələlərinin həllrini isə  tx  və 

   txtx   işarə edək. Onda aydındır ki, 

 

    CBEtx 1)(  

         
T

ddssusxsguxftK
0 0

},,,)),(,(){,( 


 





P

i

iiii vtxIttK
1

)),((),( , 

və 

      CBEtxtx 1)(  
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T

ddssususxsxsguutxxftK
0 0

},,,),)(,(){,( 


 

 



P

i

iiiiii vvtxtxIttK
1

),)((),(  

bərabərlikləri doğrudur. Bu bərabərlikləri tərəf-tərəfə çıxsaq aşağıdakı münasibəti 

alarıq: 

         

T

ddssusxsguxftKtx
0 0

},,,)),(,(){,( 


 

,)),((),(
1





P

i

iiii vtxIttK  

burada 

 

         )),(,(),)(,()),(,(  uxfuutxxfuxf  , 

 

                  susxssususxsxsgsusxsg ,,,,,,,,,   , 

 

  )),((),)(()),((
iiiiiiiiiii
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işarə edilmişdir. 

Burada 2)., 4). və 6). nəzərə alsaq 
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münasibətini alırıq.  Burada isə bəzi sadələşdirmələr apardıqdan sonra aşağıdakı 

qiymətləndirmə alınır 
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Beləliklə, sonuncu qiymətləndirməni 
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g vpLuTKTKBLtx  

şəklində yazmaq olar. Bu ifadəni isə 

          vupLTKTKBLtx
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11

11
max,max11  

şəklində yaza bilərik. 

Lemma isbat edildi. 

 Aşağıdakı kimi variyasiyalarla tənlik daxil edək: 

          








 tututxt

u

f
tztutxt

x

f

dt

dz
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            (2.1.14) 

    00  TBzz .                                                             (2.1.15)

  Lemma 2.2. Fərz edək ki, 1).-6). şərtləri ödənilir və       txvtu ,,  lemma 1-də 

təyin olunmuş funksiyalardır,  tz  funksiyası isə variyasiyalarla tənliyin həllidir. 

Onda 

      ,22

2 vuCtztx   Tt 0 ,                                   (2.1.16) 

burada   
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İsbatı. Aydındır ki, (2.1.13)-(2.1.15)  bərabərliklərini nəzərə alsaq, onda     tztx   

funksiyası aşağıdakı kimi qeyri-lokal şərtli sərhəd məsələsinin həllidir 
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 Əgər sonuncu bərabərlikləri, yəni (2.1.17)-(2.1.19) bərabərliklərinin təyin 

etdiyi sərhəd məsələsini integral inteqral tənlik şəklində yazsaq 
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bərabərliyini alarıq. Burada 3) – 7) şərtlərini nəzərə alsaq 

 

               















T t

dtdzxGtztxKBtztx
0 0

1
1   

           










  


dtduKxKtuKtxKB

T t

gg

0 0

2

3

2

2

2

3

2

2

1
1   

            










p

i
i

p

i
iiii vLBvLtxLB

1

2

1
11

1

23221
11  

bərabərsizliyini alarıq. 

Alınmış bərabərsizlikdə bəzi sadə çevirmələr aparsaq 
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qiymətləndirməsi alınar. Alınmış qiymətləndirmədə lemma 1-in nəticəsini nəzərə 

alsaq 
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qiymətləndirməsini alırıq. 

   222
2 baba   bərabərsizliyini alınmış qiymətləndirməyə tətbiq etsək 
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münasibətini alırıq. 
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işarə edək. Onda 

      22

2 vuCtztx   

münasibətini alırıq. Lemma 2 isbat edildi.  

Teorem 2.1.3. Fərz edək ki, 1)-8) şərtləri ödənir və bundan əlavə  
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Onda (2.1.5) funksionalı (2.1.1)-(2.1.4) şərtləri daxilində diferensiallanandır və onun 

qradienti  

  
     

   ,,0
,

;
,,,

21

nr

i

iiii RL
x

tvxh

u

uxtH
vuJ 


















 


                 (2.1.20) 
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      iiiiiiii vxIttuxh ,,,,   

kimi təyin olunmuşdur, və  t  funksiyası isə aşağıdakı kimi diferensial-fərq tənliyi 

üçün sərhəd məsələsinin həllidir. 
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Ġsbatı. Fərz edək ki,   vu,  və    pvvvuu  ,  iki müxtəlif mümkün 

idarəedicidir. Onda (2.15) funksionalının artımı aşağıdakı şəklə düşər 
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ifadəsi ilə təyin olunur. (2.1.24) bərabərliyini 
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bərabərlikləri ilə tərəf-tərəfə toplayaq, burada     TLt r ,02  hələlik ixtiyari 

funksiyadır, 
nR - isə ixtiyari sabit vektordur. Nəticədə 
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bərabərliyini alarıq. 
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bərabərliyindən istifadə etdək (2.1.26 bərabərliyini aşağıdakı şəkildə yaza bilərik 
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İndi isə ixtiyari götürdüyümüz     TLt r ,02  funksiyasını və 
nR  vektorunu 

aşağıdaki sistemin həlli kimi götürək.  
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          pitEvtx
x

I
vtx

x

I
t iiiii

i
i ,...2,1,,,

1






















            (2.1.28) 



103 
 

 
      

 
      























00,0
0

0,0 '





Txx
x

TBTxx
Tx

                                (2.1.29) 

(2.1.27)-(2.1.29) bərabərliklərinə (2.1.1)-(2.1.5) optimal idarəetmə məsələsinə uyğun 

parametrik şəkildə qoşma məsələ adlanır. 

Qeyd edək ki, (2.1.29) sistem tənliyindən 
nR  parametrindən azad olmaq olar. 

Doğrudan da, əgər (2.1.29) bərabərliklərini tərəf-tərəfə toplasaq 
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alarıq. Burada 
'BE   matrisinin tərsi olduğundan 

nR  parametri üçün  

     
 

    
 

    



















Txx

Tx
Txx

x
TBE ,0,0

0
0

1
  

qiymətini alırıq.  

 parametrinin tapdığımız qiymətini (2.1.29) bərabərliklərinin birində nəzərə alaq. 

Onda  
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bərabərliyini alarıq. Sonuncu bərabərliyi  
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sərhəd şərtini alırıq. 
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Indi isə funksionalın artım düsturunun qalıq hıddini qiymətləndirək. Bunun üçün 

(2.1.25) bərabərliyindən aşağıdakı münasibəti alırıq: 
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Sonuncu bərabərsizlikdə 8) və 9) şərtlərini nəzərə alsaq 
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münasibətlərini alarıq. Əgər sonuncu qiymətləndirmələrdə yuxarıda isbat edilmiş 

lemma 1 və 2- nin nəticələrini tətbiq etsək 
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qiymətləndirmələrini alarıq. 
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Bu qiymətləndirmələri   qalıq həddində nəzərə alsaq  

       22

54276

2

12 vuKKCKKC   

 

münasibətini alarıq. Teorem isbat edidi. 

 

2.1.4. Optimallıq üçün zəruri Ģərt 

 

(2.1.1)-(2.1.5) optimal idarəetmə məsələsində funksionalın qradienti məlum olduqda 

asanlıqla optimallıq üçün zəruri şərtləri almaq olar. 

Teorem 2.1.4. Fərz edək ki, teorem 2.3-ün bütün şərtləri ödənir. Onda 

   pUvu 
,

    

idarəedicisinin (2.1.1)-(2.1.5) optimal idarəetmə məsələsində optimallığı üçün zəruri 

şərt istənilən    pUvu , idarəedicisi üçün 

            





p

i
iiiiiv

T

u
vvvxhdttututtutxtH

i

10

0,,,,,, 
       (2.1.30) 

bərabərsizliyinin ödənilməsidir, burada 
    

 vutxtx ,; ,       vutt ,;  

işarə edilmişdir. 

Ġsbatı. Şərtə əsasən (2.1.4) münasibəti ilə təyin olunan 
pU  çoxluğu    pTL ,0

2

fəzasında qapalı və qabarıqdır. Bundan əlavə, teorem 3.3-ə əsasən 
pU  çoxluğunda 

  vuJ ,  funksionalı Freşe mənada diferensiallanandir. Onda teorem 3-ə əsasən [bax 

4, səh. 524]    pUvu 
,

elementi üzərində          0,,,, 


vuvuvuJ  

bərabərsizliyi istənilən    pUvu , üçün doğrudur. Buradan və (2.1.20) 

ifadəsindən (2.1.30) bərabərsizliyinin doğruluğu alınır. Teorem isbat edildi. 

 İsbat etdiyimiz teoremdən aşağıdakı nəticə alınır. 

 Nəticə. Fərz edək ki, yuxarıda isbat etdiyimiz teoremin bütün şərtləri ödənilir. 

Onda    pUvu 
,

 idarəedicinin (2.1.1)-(2.1.5) optimal idarəetmə məsələsində 
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optimallığı üçün zəruri şərt aşağıdakı bərabərsizliklərinin istənilən    pUvu ,

üçün ödənilməsi zəruridir: 

           0,,,,
0

 
dttututtutxtH

T

u
  , 

 





p

i
iiiiiv

vvvxh
i

1

0,,  , 

 

burada     
 vutxtx ,; ,     

 vutt ,;  işarə edilmişdir. 

 

 

2.2. Qeyri-lokal Ģərtli diferensial tənliklərlə təsvir olunan optimal idarəetmə 

məsələsində maksimum prinsipi 

   

2.2.1. Məsələnin qoyuluĢu 

 Fərz edək ki, ],0[ T  parçasında idarə olunan proses aşağıdakı kimi diferensial 

tənliklər sistemi ilə təsvir olunur     

                                 ).,,( uxtf
dt

dx
                                                                  (2.2.31) 

(2.2.31) diferensial tənliyi üçün 

                                        CdttxtmAx
T


0

0 ,                                                   (2.2.32) 

şərtlərinin ödənilməsi fərz olunur. Burada  ),,(;)( uxtfRtx n
verilmiş n-ölçülü 

vektor funksiyadır;  nRC  verilmiş sabit vektordur;   nnRtm   ‒ verilmiş vektor 

funksiyadır, )(tu  r ölçülü ölçülən məhdud idarəedici vector funksiyadır və öz 

qiymətlərini boş olmayan məhdud U çoxluğundan alır, yəni  

                           ],0[,)( TtRUtu r                                                      (2.2.33) 

Tələb olunur ki, elə ],0[,)( TtRUtu r   idarəedicisi tapılsın ki, həmin 

idarəediciyə uyğun (2.2.31), (2.2.32) sərhəd məsələsinin həlli aşağıdakı fuksionala 

minimum qiymət versin                            
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   .),,())(),0(()(
0



T

dtuxtFTxxuJ                                               (2.2.34) 

Burada fərz olunur ki, ),,(),,,( uxtFuxtf   və ),( yx  funksiyaları öz arqumentlərinin 

küllüsünə görə kəsilməzdirlər, x və y dəyişənlərinə nəzərən məhdud xüsusi törəmələri 

vardır.  tuu  mümkün idarəedisinə uyğun (2.2.31) - (2.2.32) sərhəd məsələsinin 

nRTtx ],0[:)(  həlli olaraq ],0[ T  parçasında mütləq kəsilməz funksiyalar götürülür.  

 (2.2.31)-(2.2.34) məsələsinin həlli olan )},(),({ utxtu  mümkün proses, yəni 

(2.2.34) funksionalına (2.2.31)-(2.2.33) şərtləri daxilində minumum verən proses 

optimal proses,  tuu   idarəedicisi isə optimal idarəedici adlanır. 

Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənilir: 

(А1)  ,0det N  где   .
0



T

dttmAN  

(А2) 
nnn RRRTf ],0[:  funksiyası kəsilməzdir və elə 0K  sabiti vardır ki,  

             ,),,(),,( yxKuytfuxtf    UuRyxTt n  ,,],,0[ . 

(А3)  ,1 KTML  

burada ,),(max
,0

stMM
Tst 

  ),( stM matris funksiyası aşağıdakı bərbərliyin köməyi ilə 

təyin olunur 
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,,

),(

1

0

1

stdssmN

tsdssmAN

stM
T

t

t

                         (2.2.35) 

Teorem 2.2.1.  Fərz edək ki, А1) şərti ödənilir.  

 )],,0([)( nRTCx   funksiyasının (2.2.31)-(2.2.33) sərhəd məsələsinin mütləq 

kəsilməz həlli olması üçün zəruri və kafi şərt həmin funksiyanın   

                            ,))(,)(,(),()(
0

1 dssusxsfstMCNtx
T

 
                                (2.2.36) 

inteqral tənliyinin həlli olmasıdır, burada ),( stM  matris funksiyası (2.2.35) 

bərabərliyinin köməyi ilə təyin olunur. 
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Teoremin isbatı İ fəsildəki analoji teoremin isbatı kimidir. 

Teorem 2.2.2. Fərz edək ki, А1) - А3) şərtləri ödənilir. Onda istənilən 
nRC  

üçün və istənilən qeyd olunmuş mümkün idarəedici üçün (2.2.31) - (2.2.33) sərhəd 

məsələsinin yeganə həlli vardır və bu həll (2.2.36) inteqral tənliyini ödəyir. 

Bu teoremin isbatı da İ fəsildəki analoji teoremin isbatı kimidir. 

 

2.2.2. Funksionalın artım düsturu. 

Pontryaginin maksimum prinsipini isbat etmək üçün, ilk dəfə [20] işində 

istifadə olunan, artımlar üsulundan istifadə edəcəyik.  

Fərz edək ki,  ],0[),()()(~),( Tttutututu  iki mümkün idarəedicilərdir, 

 ],0[),()()(~),( Tttxtxtxtx  isə həmin idarəedicilərə uyğun trayektoriyalardır. 

Onda aydındır ki, )(tx  aşağıdakı sərhəd məsələsinin həllidir: 

                   ],0[),,,()( Ttuxtftx    ,                                                  (2.2.37) 

                       00
0

  dttxtmxA
T

 .                                                             (2.2.38) 

Burada ),,()~,~,(),,( uxtfuxtfuxtf   ilə ),,( uxtf funksiyasının tam artımı işarə 

edilmişdir.  Bu halda (2.2.34) funksionalının artımını aşağıdakı şəkildə yaza bilərik: 

                          
T

dtuxtFTxxuJuJuJ
0

),,())(),0(()()()(   .          (2.2.39) 

Tutaq ki, 
nRt )( - istənilən trivial olmayan vektor funksiyadır və 

nR  - istənilən 

ədədi vektordur. Əgər (2.2.37) bərabərliyinin hər tərəfini 
nRt )(  funksiyasına, 

(2.2.38) bərabərliyini isə 
nR  vektoruna skalyar vurub (2.2.39) bərabərliyinə 

vuraq. Bunları nəzərə alsaq (2.2.34) funksionalının artım düsturunu aşağıdakı şəkildə 

yaza bilərik  

      .0,

),,()(),(),,(

))(),0(()()()(

0

0 0

 

  



T

T T

txtmxA

dtuxtftxtdtuxtF

TxxuJuJuJ







                                         (2.2.40) 
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Hissə-hissə inteqrallama düsturundan istifadə edərək və müəyyən qruplaşdırmalar 

apararaq funksionalın artım düsturunu aşağıdakı şəkildə yaza bilərik 
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Hu

u

T

T T

uu

dttxoTxxo

Tx
Tx

Tx
x

A

dttxtm
x

uxtH
t

dttx
x

uxtH
dtuxtHuJ

0

0

0 0

,)()(,)0(

,

)(,
)(

)(0,
)0(

)0(

,
),,,(

)(

)(,
),,,(

),,,()(





















              (2.2.41) 

burada 

                ).,,(),,(),(),,,( uxtFuxtftuxtH    

İndi isə fərz edək ki, məlum olmayan 
nRt )(  vektor funksiyası və   ədədi vektoru 

aşağıdakı sərhəd məsələsinin həllidir: 

                     ],,0[,
),,,(

)( Tttm
x

uxtH
t 




 


                      (2.2.42) 

                     ,
)(

)(,
)0(

)0(
Tx

T
x

A














                                      (2.2.43)                                                        

 (2.2.42)-(2.2.43) sərhəd məsələsi parametrik şəkildə qoşma tənlik adlanır, çünki həm 

diferensial tənlikdə, həm də sərhəd şərtlərində nəməlum  parametric iştirak edir. А1) 

şərtindən istifadə etməklə (2.2.42)-(2.2.43) sərhəd məsələsindən  parametrini yox 

etmək olar.  Doğrudan da, (2.2.42)-(2.2.43) bərabərliklərindən  

                         
 

 
dt

x

uxtH

x
TdttmA

TT



















 

00

,,,

0
02




 

münasibətini alırıq. Buradan isə 

                
 

 
dt

x

uxtH

x
TN

T


















 



0

1 ,,,

0
02)(


  .                           (2.2.44) 

alınır. 
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 parametrinin (2.2.44) ifadəsi ilə tapılmış qiymətini (2.2.42) və (2.2.43) 

bərabərliklərində nəzərə alsaq

      
 

 
],,0[,

,,,

0
02

),,,(
)(

0

1
Tt

x

uxtH

x
TNtm

x

uxtH
t

T























 

 





 

,
)(

)(
Tx

T








                                               

(2.2.45) 

 

bərabərliyini alarıq.
 

 (2.2.42) və (2.2.43) bərabərliklərini (2.2.41) bərabərliyində nəzərə alsaq (2.2.34) 

funksionalınım artımı üçün aşağıdakı bərabərliyi alarıq 

             .)(,
),,,(

),,,()(
0

~

0

 





T

uu

T

u
dttx

x

uxtH
dtuxtHuJ 


          (2.2.46)    

 

2.2.3. Maksimum prinsipi. 

 

Məlumdur ki, Pontryaginin maksimum prinsipinin isbatıda iynəvari variyasiya 

mühüm rol oynayır. Aşağıdakı kimi  tu  mümkün idarəedicisinin iynəvari 

variyasiyasını götürək: 

                   









),,[,

),,[),(
)(






t

ttu
tu                                                    (2.2.47) 

burada iynəvari variyasiyasının parametrləri aşağıdakı şərtləri ödəyir.  ],0[ T  

nöqtəsi )(tu idarəedicisinin düzgün nöqtəsidir və UT   ,,0  münasibəti 

doğrudur. Aydındır ki, yuxarıda qeyd olunan şərtlər ödəndikdə istənilən  ,,  

parametrləri üçün )(tu  idarəedicisi də mümkün idarəedici olur. 

 Əgər göstərə bilsək ki, faza dəyişənlərinin )(tu  mümkün idarəedicisinə uyğun 

 tx artımı  tərtibdəndir, onda optimallıq üçün zəruri şərtin ənənəvi şəkli (2.2.46) 

formulasından alınacaqdır.  Bu münasibəti А1) - А3) şərtlərinin və (2.2.37), (2.2.38) 

sərhəd məsələsinin köməyi ilə ala bilərik. Doğrudan da        

    
T

u

T

dsuxsfstMdsuxsfuxxsfstMtx
00

),,(),(),,(),,(),()(          (2.2.48) 
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bərabərliyi doğrudur. (2.2.48) bərabərliyindən 

     

T

u dtuxtfMtxLtx
0

.),,(  

Sonuncu bərabərsizlikdən isə 

                     

T

u dtuxtfMLtx
0

1 .),,()1()(                                              (2.2.49) 

qiymətləndirilməsi alınır. 

Əgər (2.2.49) bərabərsizliyində  )()( tutu


  götürsək 

                          ,0
~

],,0[,
~

)(  constLTtLtx 
                                   (2.2.50) 

qiymətləndirməsini alarıq. 

(2.2.50) qiymətləndirməsi göstərir ki, )()( tutu


  olduqda 

                  ),()()(,
),,,(






 
otxdttx

x

uxtH
u









 

bərabərliyi doğrudur, burada .~),(),()( 


utxutxtx   

(2.2.34) funksionalının (2.2.46) artım düsturundan və iynəvari variyasiyanın 

xassəsinə əsasən  

                      








 ).(),,,()( odtuxtHuJ                                             (2.2.51) 

bərabərliyini alırıq. 

 t  - nöqtəsi )(tuu   idarəedicisinin düzgün nöqtəsi olduğundan Teylor 

düsturunun köməyi ilə  

                  ).,0[,),()0(),0(),(,()( TUouxHuJ  
          (2.2.52) 

bərabərliyini alırıq. 

 (2.2.52) düsturyndan Pontryagin maksimum prinsipi alınır.  

Teorem 2.2.3. (Maximum prinsipi) Fərz edək ki, ( ),(),( 000 utxtu )  prosesi 

(2.2.31) - (2.2.34) optimal idarəetmə məsələsində optimal prosesdir,  )(0 t  -isə 

(2.2.42), (2.2.43) qoşma məsələnin həllidir. Onda sanki bütün ],0[ Tt  üçün 

aşağıdakı bərabərlik ödənilir 
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                    )).(),(),(,()),(),(,(max 00000 tutxttHtxttH
U







                               (2.2.53) 

Pontryaginin maxsimum prinsipindən aşağıdakı nəticələr alınır:  

Nəticə 1.  Əgər (2.2.31)-(2.2.34) optimal idarəetmə məsələsində f  funksiyası

),( ux  dəyişənlərinə nəzərən xəttidirsə və F,  funksiyaları uyğun olaraq )(),0( Txx  

və ),(tx  dəyişənlərinə nəzərən qabarıqdırsa, onda maksimum prinsipi optimallıq üçün 

həm zəruri, həm də kafidir. Bu faktın doğruluğu funksionalın (2.2.46) artım 

düsturundan alınır. Doğrudan da, f  funksiyası  ),( ux  dəyişənlərinə nəzərən xətti 

olduğundan bu halda funksionalın artım düsturu 

                dttxoTxxodtuxtHuJ
T T

Fu  
0 0

)()(,)0(),,,()(


        (2.2.54) 

şəklinə düşər. 

Digər tərəfdən    və F  funksiyaları )(),0( Txx  və ),(tx  dəyişənlərinə nəzərən 

qabarıq olduğundan (2.2.54) bərabərliyində 0,0  Foo münasibətləri doğrudur. 

Buradan isə   0 uJ  münasibəti alınır. 

Bundan sonra fərz edəcəyik ki, ),,( uxtf  funksiyası u dəyişəninə nəzərən 

diferensiallanandır, U  - çoxluğu isə qabarıqdır. Onda maksimum prinsipindən alınır: 

Nəticə 2. (XəttiləĢdirilmiĢ maksimum prinsipi). Fərz edək ki, 

],0[)),,(),(( 000 Ttutxtu   prosesi (2.2.31) - (2.2.34) optimal idarəetmə məsələsində 

optimal prosesdir və )(0 t uyğun  (2.2.42)-(2.2.43) qoşma məsələnin həllidir. Onda 

          .,
))(),(),(,(

max)(,
))(),(),(,( 000

0
000




 u

tutxttH
tu

u

tutxttH

U 










                (2.2.55) 

bərabərliyi doğrudur. 

Qeyd edək ki, (2.2.55) şərti yoxlamaq üçün (2.2.53) şərti ilə müqayisədə daha 

asandır. Lakin, U çoxluğunun qabarıqlıq şərti və ),,( uxtf funksiyasının u  dəyişəninə 

nəzərən diferensiallanması şərti (2.2.55) şərtinin tətbiq olunması siniflərini daraldır.  

 Qeyd etmək lazımdır ki, elə optimal idarəetmə məsələləri mövcuddur ki, onlar 

üçün (2.2.55) şərti doğru olur, lakin maksimum prinsipi heç bir informasiya vermir  

[21]. Bu fakt xəttiləşdirilmiş maksimum prinsipinin əhəmiyyətini göstərir.  
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Nəticə 3. (stasionarlıq prinsipi). Fərz edək ki, (1)-(4) optimal idarəetmə 

məsələsində 
rRU   - açıq çoxluqdur. Onda optimal idarəedici hər bir ],0[ Tt  

nöqtəsində ),,,( uxtH   funksiyasına stasionar qiymət verir, yəni 

                                       .0
))(),(),(,( 000






u

tutxttH 
 

 

2.3. Qeyri-lokal Ģərtli inteqro-difernsial tənliklərlə təsvir olunan optimal 

idarəetmə məsələsində pontryaginin maksimum prinsipi  

 

 2.3.1. Məsələnin qoyuluĢu 

 Təqdim olunan işdə ikinöqtəli sərhəd şərti ilə və inteqro-diferensial tənliklərlə 

təsvir olunan optimal idarəetmə məsələsinə baxılmışdır. Əvvəlcə sərhəd məsələsinin 

həllinin varlığı və yeganəliyi üçün kafi şərtlər tapılmışdır. Bundan sonra isə 

optimallıq üçün birinci tərtib zəruri şərt olan Pontryaginin maksimum prinsipi 

alınmışdır. 

Fərz edək ki, idarəolunan obyektin vəziyyəti aşağıdakı kimi inteqro-diferensial 

tənliklərlə təsvir olunur: 

                        (2.3.56) 

(1) tənliyi üçün aşağıdakı kimi iki nöqtəli sərhəd şərti verilmişdir 

                                                   (2.3.57) 

Burada fərz edilir ki,  və  verilmiş n-ölçülü funksiyalardır və uyğun 

olaraq  və  çoxluqlarında kəsilməzdirlər və  

dəyişənlərinə nəzərən ikinci tərtibə qədər kəsilməz xüsusi törəmələrə malikdirlər. 

 və  ölçülü verilmiş matrislərdir,  və  qeyd olunmuş zaman 

anlarıdır.  r-ölçülü hissə-hissə kəsilməz vektor funksiyararıdır (sonlu sayda 

nöqtədə I növ kəsilmə nöqtələrinə malikdir).  

Bu funksiyalar öz qiymətlərinin verilmiş boş olmayan məhdud və kompakt 

 çoxluqundan alır, yəni  

  ),(,))(),(,,())(),(,)( 10

0

tttduxtktutxtftx
t

t

  

CtBxtAx  )()( 1

),,( uxtf ),,,( uxtk 

  rn RRtt 10 ,     rn RRtttt  1010 ,, ),( ux

nnRBA ,
1 nRC 0t 1t

)(tuu 

rRU 
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                                           (2.3.58) 

(2.3.58)   şərtini ödəyən idarəedici funksiyalar mümkün idarəedici adlanır.  

Hər bir qeyd olunmuş mümkün idarəedici üçün (2.3.56), (2.3.57) məsələsinin həlləri 

çoxluğunda təyin olunmuş funksionalını təyin edək:  

 .                                     (2.3.59) 

Burada  çoxluğunda təyin edilmiş iki dəfə diferensiallama skalyar 

funksiyadır . 

(2.3.56) – (2.3.57) şərtləri daxilində (2.3.59) funksionalına minimal qiymət 

verən  mümkün iarəedici optimal idarəedici,  cütü isə optimal proses 

adlanır. 

 

2.3.2. (2.3.56), (2.3.57) sərhəd məsələnin həllinin varlığı və yeganəliyi 

Fərz edək ki, aşağıdakı şərtlər ödənir: 

I).  

II).  və  funksiyaları 

kəsilməzdirlər və elə  və  sabitləri vardır ki, 

 

 

III) , burada 

. 

Teorem 1. Fərz edək ki, I) şərti ödənir və  və 

 funksiyaları kəsilməzdirlər.  funksi-

yasının (2.3.56) – (2.3.57) məsələsinin mütləq kəsilməz həlli olması üçün zəruri və 

kafi şərt onun 

              (2.3.60) 

Inteqral tənliyinin həlli olmasıdır. Burada, 

 10 ,,)( tttRUtu r 

))(),(()( 10 txtxuJ 

),( yx nn RR 

)(tuu  ))(),(( txtu

0)(det  BA

  nrn RRRttf 10,:     nrn RRRttttk  1010 ,,:
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1))()(( 2
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  nrn RRRttf 10,:
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t

t

s

t

t

t

dsdxuxskstMdssusxsfstMCBAtx 
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Isbatı: Tutaq ki,  funksiyası (2.3.56) tənliyinin həllidir. Onda (2.3.56) 

tənliyinin hər iki tərəfini  aralığında inteqrallasaq 

                    (2.3.61) 

bərabərliyini alarıq, burada ixtiyari sabit vektordur. (2.3.57) şərtindən istifadə 

edərək -i tapaq. Onda  

 

 olduğundan sonuncu bərabərlikdən 

                       (2.3.62) 

-in (2.3.62) ilə tapdığımız ifadəsini (2.3.61)-da nəzərə alsaq (2.3.60) 

bərabərliyinin doğruluğu alınar. 

Bilavasitə yoxlamaqla əmin olmaq olar ki, (2.3.60) inteqral tənliyinin həlli həm 

də (2.3.56), (2.3.57) sərhəd məsələsinin həllidir. 

Teorem 2.3.1. Fərz edək ki, I) – III) şərtləri ödənir. Onda istənilən  və 

istənilən mümkün idarəedici üçün (2.3.56) – (2.3.58) sərhəd məsələsinin yeganə həlli 

vardır. 

Ġsbatı. Aşağıdakı kimi  operatoru təyin edək: 
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Fərz edək ki, ixtiyari  və ixtiyari mümkün idarəedici qeyd olunmuşdur. 

Aydındır ki, P operatorunun istənilən tərpənməz nöqtəsi (5) inteqral tənliyinin 

həllidir. 

Banaxın sıxılmış inikas prinsipinin köməyi ilə P operatorunun tərpənməz 

nöqtəyə malik olduğunu göstərək. 

 olsun. Onda ixtiyari  üçün 

 

Ona görə 

. 

III) şərtindən alınır ki, P operatoru sıxandır. Ona görə də P operatorunun 

tərpənməz nöqtəsi vardır, yəni (2.3.56) – (2.3.58) məsələsinin yeganə həlli vardır.  

 

2.3.3. Optimallıq üçün zəruri Ģərt 

 

Aşağıdakı kimi Hamilton-Pontryagin funksiyası daxil edək: 

, 

burada  aşağıdakı kimi qoşma tənliyin həllidir: 

,                                         (2.3.63) 

.                                 (2.3.64) 
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Teorem 2.3.2. (Maksimum prinsipi) Fərz edək ki,  cütü (2.3.56)-

(2.3.59) optimal idarəetmə məsələsində optimal prosesdir,  isə optimal 

proses boyunca (2.3.63), (2.3.64) qoşma sərhəd məsələsinin həllidir. Onda istənilən 

üçün  

. 

Ġsbatı. Fərz edək ki,   və  iki 

Onda  (2.3.56)-(2.3.57) məsələsi üçün artımlarla sərhəd mümkün  prosesdir. 

məsələsini təyin edə bilərik: 

                                          (2.3.65) 

                                       (2.3.66) 

burada  ilə  funksiyasının tam artımı işarə 

edilmişdir.  

Aydındır ki, (2.3.59) funksionalının artımını 

                      (2.3.67) 

şəklində göstərmək olar.  Funksionalın (2.3.67)  artımını standart üsulların köməyi ilə 

 ,  (2.3.68) 

şəklinə gətirmək olar, burada   işarə edilmişdir. 

Aşağıdakı kimi iynəvari variyasiya təyin edək:  nöqtəsini, ədədini  

və vektorunu qeyd edək. Variyasiya olunan aralıq tamamilə  parçasına 

daxidir.  idarəedicisinin iynəvari variyasını aşağıdakı şəkildə verək: 

   (2.3.69) 

Göstərək ki,  mümkün variyasiyasına uyğun  həll  tərtibdəndir. Bunun 

üçün (2.3.65)-(2.3.66) bərabərliklərindən 
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münasibətini almaq olar. Buradan isə  

                                   (14) 

münasibətini ala bilərik. (14) bərabərsizliyindən istifadə edərək 

 

 bərabərliyini alırıq. Teorem 3 isbat olundu.

Göstərmək olar ki, funksiyası  dəyişənlərinə nəzərən xətti olduqda, 

 funksiyası isə  dəyişənlərinə nəzərən qabarıq olduqda maksimum 

prinsipi optimallıq üçün həm zəruri, həm də kafi şərtdir. 
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NƏTICƏ 

 

Dissertasiya işində aşağıdakı mühüm nəticələr alınmışdır 

1. Qeyri-lokal şərtli və impuls təsirli qeyri-xətti diferensial tənliklər sistemi 

həllin varlığı və yeganəliyi haqqında teoremlər isbat edilmişdir. 

2. Qeyri-lokal şərtli və impuls təsirli qeyri-xətti diferensial tənliklər sisteminin 

həllərinin sərhəd şərtlərindən, diferensial tənliklər sisteminin sag tərəfindən 

və impuls təsirlərdən kəsilməz asılılığı üçün kafi şərtlər tapılmışdır. 

3. Qeyri-lokal şərtli qeyri-xətti inteqro-diferensial tənliklər sistemi həllin varlığı 

və yeganəliyi haqqında teoremlər isbat edilmişdir. 

4. Qeyri-lokal şərtli və impuls təsirli qeyri-xətti inteqro-diferensial tənliklər 

sistemi həllin varlığı və yeganəliyi haqqında teoremlər isbat edilmişdir. 

5. Üçnöqtəli sərhəd şərti ilə verilmiş qeyri-xətti inteqro-diferensial tənliklər 

sistemi həllin varlığı və yeganəliyi haqqında teoremlər isbat edilmişdir. 

6. İkinöqtəli sərhəd şərti ilə verilən inteqro-diferensial tənliklər sistemi üçün 

optimal idarəetmə məsələlərində optimallıq üçün variyasional bərabərsizlik 

və maksimum prinsipi şəkində optimallıq üçün zəruri şərtlər tapılmışdır. 

7. İnteqral şərti ilə verilən diferensial tənliklər sistemi təsvir olunan optimal 

idarəetmə məsələsində maksimum prinsipi isbat edilmişdir. 
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